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ιοΕφαρµογές στα Συµµετρικά Σηµεία

Επιµέλεια : Νικόλαος Βρουλιώτης

Εφαρµογή 1η
∆ίνονται τα σηµεία Α(10, 20) και Β(−30, 10). Να ϐρεθούν :
(i) Το σηµείο Μ του χ′χ που να ισαπέχει από τα Α,Β
(ii) Το σηµµείο Ν του ψ′ψ που να ισαπέχει από τα Α,Β
(iii) Το µέσο Κ του ΑΒ
(iv) Το συµµετρικό του Α ως προς το Μ
(v) Το συµµετρικό του Β ως προς το Α

Λύση: (i) ΄Εστω Μ(x, 0) το Ϲητούµενο σηµείο. Σχηµατίζουµε τα διανύσµατα
−−→
AM και

−−→
BM . Είναι

−−→
AM = (10 − x, 20) και

−−→
BM = (−30 − x, 10). Για να ισαπέχει το σηµείο Μ

από τα Α και Β, ϑέλουµε να ισχύει : |
−−→
AM | = |

−−→
BM |. ΄Ετσι, έχουµε ισοδύναµα:

|
−−→
AM | = |

−−→
BM | ⇔ (

√
(x− 10)2 + 202)2 = (

√
(x+ 30)2 + 102)2

⇔ x2︸︷︷︸−20x+100+400 = x2︸︷︷︸+60x+900+100⇔ 80x = −500⇔ x =
−50

8
⇔ x =

−25

4

΄Αρα το Ϲητούµενο σηµείο είναι το Μ(−254 , 0).

(ii) ΄Οµοια µε το ερώτηµα (i) για το σηµείο Ν(0, y) είναι
−−→
AN = (10, 20 − y) και

−−→
BN =

(−30, 10− y). ΄Εχουµε τις ισοδυναµίες :

|
−−→
AN | = |

−−→
BN | ⇔ (

√
100 + (y − 20)2)2 = (

√
900 + (y − 10)2)2 ⇔

y2︸︷︷︸−40y + 400 + 100 = y2︸︷︷︸−20y + 100 + 900⇔ 20y = −500⇔ y = −25

΄Αρα το Ϲητούµενο σηµείο είναι το Ν(0,−25).

(iii) Για να ϐρούµε το µέσο Κ του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ, χρησιµοποιούµε τους
τύπους που δίνουν τις συντεταγµένες του µέσου ευθύγραµµου τµήµατος. Είναι εποµένως :

xK =
x1 + x2

2
=

10− 30

2
=
−20

2
= −10
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yK =
y1 + y2

2
=

20 + 10

2
=

30

2
= 15

Συνεπώς το µέσο του ΑΒ είναι : Κ(−10, 15).

(iv) Ζητάµε το συµµετρικό του σηµείου Α(10, 20) ως προς το σηµείο Μ(−254 , 0). ΄Εστω
Α΄(x, y) αυτό το σηµείο. Θα έχουµε ότι το σηµείο Μ ϑα είναι το µέσο του ευθύγραµµου
τµήµατος ΑΑ΄. ΄Αρα ϑα ισχύουν για αυτό το σηµείο οι τύποι :

−25

4
=
x+ 10

2
⇔ 4
−25

4
= 4

x+ 10

2
⇔ 2x+ 20 = −25⇔ 2x = −45⇔ x =

−45

2

0 =
y + 20

2
⇔ y + 20 = 0⇔ y = −20

΄Αρα το συµµετρικό του Α ως προς το Μ, είναι το σηµείο Α΄(−452 ,−20).

(v) ΄Οµοια µε το ερώτηµα (iv) έστω Β΄ το συµµετρικό του Β(−30, 10) ως προς το Α(10, 20).
Τότε το Α ϑα είναι το µέσο του ευθύγραµµου τµήµατος ΒΒ΄ και άρα ϑα έχουµε:

10 =
x− 30

2
⇔ x = 20 + 30⇔ x = 50

20 =
y + 10

2
⇔ y + 10 = 40⇔ y = 30

΄Αρα το συµµετρικό του Β ως προς το Α, είναι το σηµείο Β΄(50, 30).
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Εφαρµογή 2η
∆ίνονται τα σηµεία : Α(1,−2), Β(−3, 10) και Γ(4,−11).
(i) Να δείξετε ότι τα Α, Β και Γ είναι συνευθειακά
(ii) Να ϐρείτε το µέσο Μ του ΑΒ
(iii) Να ϐρεθεί το συµµετρικό του Α ως προς τον χ′χ
(iv) Να ϐρεθεί το συµµετρικό του Β ως προς τον ψ′ψ
(v) Να ϐρεθεί το µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΓ
(vi) Να ϐρεθεί το συµµετρικό του Γ ως προς την αρχή των αξόνων
(vii) Αν ∆(4, 7) τότε να ϐρεθεί το συµµετρικό του ∆ ως προς το Α

Λύση: (i) Για να δείξουµε ότι τα σηµεία Α, Β και Γ είναι συνευθειακά, αρκεί να δείξουµε
ότι τα διανύσµατα

−−→
AB και

−→
BΓ είναι παράλληλα. Εποµένως, σχηµατίζουµε πρώτα τα

−−→
AB

και
−→
BΓ: −−→

AB = (−3− 1, 10 + 2)⇔
−−→
AB = (−4, 12)

−→
BΓ = (4 + 3,−11− 10)⇔

−→
BΓ = (7,−21)

Τώρα, ϑέλουµε να ισχύει :
−−→
AB//

−→
BΓ. Θα χρησιµοποιήσουµε την 2η Συνθήκη Παραλλη-

λίας. Για αυτό τον λόγο υπολογίζουµε την ορίζουσα (det) των δυο διανυσµάτων. ΄Εχουµε:

det(
−−→
AB,

−→
BΓ) =

∣∣∣∣−4 12
7 −21

∣∣∣∣ = 84− 84 = 0

Εφόσον det(
−−→
AB,

−→
BΓ) = 0 από την 2η Συνθήκη Παραλληλίας έπεται ότι

−−→
AB//

−→
BΓ. Οπότε

τα Α, Β και Γ είναι συνευθειακά.

(ii) Το µέσο Μ του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ, από τους τύπους του µέσου, ϑα είναι :
Μ(x1+x2

2 , y1+y2
2 ) =Μ(1−32 , 10−22 ) =Μ(−1, 4).

(iii) Από τη γενική ϑεωρία το συµµετρικό ενός σηµείου ως προς τον χ′χ έχει την ίδια
τετµηµένη (το ίδιο x) και αντίθετη τεταγµένη (το αντίθετο y) από το αρχικό σηµείο. ΄Ετσι το
συµµετρικό του σηµείου Α ως προς τον χ′χ είναι το σηµείο : Α΄(1, 2).

(iv) Από τη γενική ϑεωρία το συµµετρικό ενός σηµείου ως προς τον ψ′ψ έχει την ίδια
τεταγµένη (το ίδιο y) και αντίθετη τετµηµένη (το αντίθετο x) από το αρχικό σηµείο. ΄Ετσι το
συµµετρικό του σηµείου Β ως προς τον ψ′ψ είναι το σηµείο : Β΄(3, 10).

(v) Για να ϐρούµε το µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΓ, ϐρίσκουµε το διάνυσµα
−→
AΓ

και στη συνέχεια υπολογίζουµε το µέτρο (δηλαδή το µήκος) |
−→
AΓ|. Το µέτρο του διανύσµατος
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−→
AΓ είναι ακριβώς το µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΓ.
Συνεπώς, µε ϐάση τα παραπάνω έχουµε:

−→
AΓ = (4− 1,−11 + 2)⇔

−→
AΓ = (3,−9)

και
|
−→
AΓ| =

√
32 + (−9)2 ⇔ |

−→
AΓ| =

√
90 =

√
9 · 10⇔ |

−→
AΓ| = 3

√
10

(vi) Από τη γενική ϑεωρία το συµµετρικό ενός σηµείου ως προς την αρχή των αξόνων
έχει την αντίθετη τετµηµένη (αντίθετο x) και αντίθετη τεταγµένη (αντίθετο y) από το αρχικό
σηµείο. ΄Ετσι το συµµετρικό του σηµείου Γ ως προς την αρχή των αξόνων είναι το σηµείο :
Γ΄(−4, 11).

(vii) ΄Εστω ∆΄(x, y) το συµµετρικό του ∆ ως προς το Α. Τότε το Α ϑα είναι το µέσο του
ευθύγραµµου τµήµατος ∆∆΄. Θα ισχύει δηλαδή:

1 =
x+ 4

2
⇔ x+ 4 = 2⇔ x = −2

και
−2 =

y + 7

2
⇔ y + 7 = −4⇔ y = −11

΄Αρα ∆΄(−2,−11).
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