
 

 

MAΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 
 

Επιλεγµένα θέµατα για τους υποψήφιους της  Γ΄τάξης του Ενιαίου Λυκείου 
ΘΕΜΑ Ι 
Να βρεθεί η αντίστροφη της 423)( −+= xxf  
 
ΘΕΜΑ ΙΙ 

∆ίνονται οι συναρτήσεις F(χ)= αχ+3 και 
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Να βρείτε τα α και β ώστε οι συναρτήσεις F, G να είναι ίσες. 
 
 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ ΣΤΟ ΘΕΜΑ I 
ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ   
Για να προσδιορίσουµε την αντίστροφη µιας συνάρτησης ακολουθούµε τα παρακάτω 
βήµατα: 
• Βρίσκουµε το πεδίο ορισµού Α της f 
• Aποδεικνύουµε ότι η f  είναι "1-1" 
• Βρίσκουµε το πεδίο τιµών της f 
• Θέτουµε f(x)=ψ και λύνουµε ως προς χ, δηλαδή   χ=f-1(ψ)  και έπειτα κάνουµε   

αλλαγή µεταβλητής  χ�ψ�χ και  βρίσκουµε τον τύπο τηw αντίστροφης µε   
µεταβλητή χ. 

 
Η f έχει πεδίο ορισµού το Α=[2, +00) 
Έστω   χ1,  χ2∈Α   µε    

f(x1)=f(x2)� 212121 22423423 xxxxxx =⇔=<=>−+=−+ . Άρα  "1-1" 

Για να προσδιορίσουµε το πεδίο τιµών ακολουθούµε την παρακάτω διαδικασία:   
Θέτουµε f(x)=ψ, και αναζητάµε τις τιµές του ψ για  τις οποίες  η εξίσωση f(x)=ψ µε   
άγνωστο χ και παράµετρο ψ  έχει  λύση στο Α. 

Οπότε ,342423 −=−<=>=−+ ψχψx  πρέπει ψ-3 30 ≥=>≥ ψ  

Εποµένως έχουµε 2χ-4=(ψ-3)2=>χ= { })3(4
2

1 2−+ ψ  

Άρα ψ= { })3(4
2

1 2−+ χ  µε χ∈[3,  +00),   f (A)=[3, +00) 

 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ ΣΤΟ ΘΕΜΑ II 
Το πεδίο ορισµού της  F είναι το R. Απαιτούµε και το πεδίο ορισµού  της G να    
είναι το R. Για να συµβαίνει αυτό θα πρέπει το τριώνυµο χ2+αχ+1 να µην έχει   
ρίζες.Αυτό συµβαίνει όταν ∆<0, δηλαδή    
α

2-4<0=>α2<4=> 222 <<−⇒< aa  

Επίσης για κάθε x πραγµατικό θα πρέπει να ισχύει 
F(x)=G(x)
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Για να συµβαίνει αυτό θα πρέπει (α2-4.
α+3 =0 και 4.α-4=0) άρα 



 

 

( (α=1 
ή α=3) και α=1) οπότε α=1 

Η τιµή αυτή ικανοποιεί την συνθήκη -2<α<2 και για α=1 οι συναρτήσεις    γίνονται 

F(x)=x+3 ενώ  G(x)= 3
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Είναι λοιπόν Df=Dg και F(x)=G(x).  Άρα F=G 
 
 
Προτεινόµενα θέµατα των οποίων η λύση  θα δηµοσιευθεί την επόµενη 
εβδοµάδα 
ΘΕΜΑ I  
Έστω οι µιγαδικοί z, w διαφορετικοί του µηδενός, για τους οποίους ισχύει   

2.4..,1 =+=
z

w

w

z
z και ,  να αποδείξετε ότι: 

i) 2=w  

ii) το τρίγωνο που έχει τις κορυφές των  0, z, w  είναι ορθογώνιο και να βρείτε τις 
γωνίες του 
iii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση xewxzx =−+ )1(. έχει µια λύση στο (0,1) 

 
ΘΕΜΑ ΙI 
i) Να  αποδείξτε ότι  η συνάρτηση  f¨: ℜ→ℜ  µε την  
ιδιότητα 2008)()(3 =++ xxfxf , είναι αντιστρέψιµη. 
ii) Να βρεθεί η αντίστροφη της και το f(2008) 

iii) Να βρεθεί το όριο 
2007)()(
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lim

3
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1 −+

−−

→ xfxf

xf
x

 

iν) Αν  ισχύει )(lim1...
2008

99100 xfzzz
x→

=++++  να δείξετε  ότι   
1

z
z

+ ∈ℜ  

 
Επιµέλεια θεµάτων: 
Στράτος Κωστής,  µαθηµατικός 
 

MAΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 
 

Λύσεις των ασκήσεων του προηγούµενου φύλλου 
 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ   ΣΤΟ   1Ο   ΘΕΜΑ 

ι)Θέτω  0≻k
w

z
=  τότε η εξίσωση γράφεται   

ισοδύναµα: 01242
1

4 2 =+−⇔=+ kk
k

k , ∆= (-2)2-4.4=-12<0 H λύση 
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Τότε ΑΒ2+ΟΑ2= 2222
2413 OB===+   Άρα η γωνία Α=900, και Β=300 

διότι  η   απέναντι πλευρά της είναι το µισό της  υποτείνουσας, άρα  Γ=600 
ιιι)Έστω  f(x)= ]1,0[,).1(. ∈−−+ xewxzx x  H f  είναι συνεχής ως 

αποτέλεσµα πράξεων  συνεχών  συναρτήσεων, f(0)= 0120 >−− ew ,  

f(1)=1-e<0. Άρα   ικανοποιούνται  οι  προϋποθέσεις  του   θεωρήµατος  
Βolzano  και  υπάρχει  ένα  ξ στο (0,1) τέτοιο ώστε 
f(ξ)=0 0)1(. =−−+⇒ ξξξ ewz  

 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ   ΣΤΟ   2Ο    ΘΕΜΑ 
 i) Ισχύει     2008)()(3 =++ xxfxf    (1) 
Έστω    x1,  x2   πραγµατικά µε f(x1)=f(x2) τότε f

3(x1)=f3(x2) 
  Ακόµα από την αρχική (1) παίρνουµε   : 
f3(x1)+f(x1)+x1=2008,  f3(x2)+f(x2)+x2=2008. Οπότε έχουµε   
 f3(x1)+f(x1)+x1=f 

3(x2)+f(x2)+x2=>x1=x2  Άρα η f είναι  '1-1' 
ιι)Θα βρούµε τον τύπο της αντίστροφης 
Θέτουµε  f(x)=ψ τότε  η(1) γίνεται  ψ3+ψ+χ=2008 �χ=-ψ3-ψ+2008 
Άρα   f-1(x)=-x3-x+2008.  Πρέπει ακόµα  για να  είναι  ορισµένη  η  
αντίστροφη  να  βρούµε το πεδίο ορισµού της  που  είναι  το πεδίο τιµών  της  
f. 
Έστω ένα τυχαίο ψ0 τότε για  χ0=- 20080

3
0 +−ψψ  από  την (1)  έχουµε 
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Άρα το πεδίο τιµών της  f  είναι το R. Οπότε ( ) ℜ=ℜf  

Παρατηρούµε ότι  f-1(0)=2008�f(2008)=0 
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ιv)Αρκεί να δείξουµε  ότι : 0))()((lim 0

0

=−
→
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xx

   



 

 

   µε x0 τυχαίο πραγµατικό ισχύει 2008)()(3 =++ xxfxf   και 

2008)()( 000
3 =++ xxfxf  

  Με αφαίρεση κατά  µέλη    
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Επειδή 0lim 0
0

=−
→

xx
xx

έπεται 0))()((lim 0
0

=−
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xfxf
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Άρα  η f  είναι  συνεχής 

στο  R. 
ιv) Aφού  η f είναι συνεχής, θα  είναι 0)2008()(lim
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→
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Oπότε η δοσµένη σχέση γίνεται 

Z100+z99+z98+…+z+1=0� 0
1

1101

=
−
−

z

z
, το  z=1δεν είναι  λύση 

Άρα  z101=1
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Προτεινόµενα  θέµατα 
 
ΘΕΜΑ  Ι 
1.Να λύσετε στο Cτην εξίσωση µε άγνωστο το z 

                                   z2-2(1+συν2t)z+2.(1+συν2t)=0,      






∈
2

,0
π

t  

Έστω z,w οι λύσεις αυτής  µε z η ρίζα της οποίας το φανταστικό µέρος είναι 
θετικό 
2.Αν  Μ είναι η εικόνα του z στο µιγαδικό επίπεδο, βρείτε το σύνολο  (Ε) 

των σηµείων του Μ όταν )
2

,
6

[
ππ

∈t .Επίσης να βρείτε τον γ. τ.  του w για το 

ίδιο t. 
 
ΘΕΜΑ   ΙΙ 
Α.Έστω µια  συνάρτηση  f:[α,β]�R συνεχής κα  γνησίως  φθίνουσα στο  
[α,β] 
Να  αποδείξετε  ότι: 

( ) )().()()()()() 2 ββ fafxffafxfi −+≤
 

ιι) υπάρχει γ στο [α,β] τέτοιο ώστε να  ισχύει 
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Mαθηµατικά   Κατεύθυνσης 
Επιλεγµένα  θέµατα για  τους υποψήφιους της  Γ΄τάξης του Ενιαίου 
Λυκείου 
ΘΕΜΑ  Ι 
1.Να λύσετε στο C την εξίσωση µε άγνωστο το z: 

                                   z2-2(1+συν2t)z+2.(1+συν2t)=0,      






∈
2

,0
π

t  

Έστω z,w οι λύσεις αυτής µε z η ρίζα της οποίας το φανταστικό µέρος είναι 
θετικό 
2.Αν  Μ είναι  η εικόνα του z στο µιγαδικό επίπεδο, βρείτε το σύνολο (Ε) των 

σηµείων του  Μ όταν )
2

,
6

[
ππ

∈t . Επίσης να βρείτε τον γεωµετρικό τόπο του 

w για το ίδιο t. 
ΘΕΜΑ   ΙΙ 
Α.Έστω  µια συνάρτηση f:[α,β]�R συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο [α,β] 
Να αποδείξετε ότι: 

( ) )().()()()()() 2 ββ fafxffafxfi −+≤
 

ιι) υπάρχει  γ στο[α,β] τέτοιο ώστε να ισχύει 
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AΠΑΝΤΗΣΗ  ΣΤΟ   1ο ΘΕΜΑ 

Ι)∆=[-2(συν2t)]2-4.2.(1+συν2t)= 4.(1+συν2t)(συν2t-1)=4(συν22t-1)=-
4ηµ22t<0 

tit
tit

wz 2)21(
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22)21.(2
, ηµσυν

ηµσυν
±+=

±+
=  

Άρα   z=(1+συν2t)+i(ηµ2t), w=(1+συν2t)-i(ηµ2t) µε 






∈
2

,0
π

t  

ιι)Έστω χ+iy=1+συν2t+iηµ2t, µε χ,y πραγµατικοί αριθµοί τότε 
χ=1+συν2t, y=ηµ2t   άρα    χ-1=συν2t, y=ηµ2t οπότε  (χ-1)2+y2=1 
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,  άρα  το ηµ2t ]1,0(∈   εποµένως   0<y 1≤  

Επειδή  )
2

,
6

[
ππ

∈t   έχουµε   

2

3
011

2

1
2

3
≤<⇔−>−≥⇔>≥ χχσυνπσυν

π
συν t  

Ο  γεωµετρικός τόπος του z είναι το τόξο ΟΜ του  κύκλου  (χ-1)2+y2=1 

 Με εξαίρεση το Ο, και Μ να είναι 










2

3
,

2

3
. 

Ο  γεωµετρικός  τόπος του w είναι το τόξο ΟΜ', συµµετρικότου τόξου ΟΜ 
ως προς τον  χ΄χ. 
 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ  ΣΤΟ  20  ΘΕΜΑ 
Ι)Η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα  άρα 

[ ]βααβ ,),()()( ∈∀≤≤ xfxff   Οπότε 
( )( )

( ) )().()(.)()()(

0)()(.)()(
2 ββ
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fafxffafxf

fxfafxf
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     (1) 

ιι)Είναι )(
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β
β f
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+
< .Επειδή  η  f είναι συνεχής στο [α,β]  και  

)(αf )(βf≠ , σύµφωνα µε το θεώρηµα των ενδιαµέσων τιµών θα παίρνει 
όλες τις τιµές µεταξύ των  f(α) και f(β). Aυτό σηµαίνει ότι θα υπάρχει ένα 

σηµείο γ στο [α,β] τέτοιο ώστε  : 
2
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β
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faf
f

+
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Για   χ=γ  η (1) γίνεται  ( ) )().()()()()(2 βγβγ fafffaff −+≤   (3) 
H  (3)από την (2) γίνεται  
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Προτεινόµενα  θέµατα 

ΘΕΜΑ   1 
Θεωρούµε τη συνεχή συνάρτηση  f:[0,1]�Rµε f(0)=f(1) 

ι)Nα βρείτε το πεδίο ορισµού της  συνάρτησης  h  µε  h(x)= )()
1

( xfxf −+
ν

 

  µε ν  φυσικός  µεγαλύτερος  του 1 

ιι)Να αποδείξετε ότι υπάρχει  ξ ]
1

1,0[
ν

−∈   τέτοιο ώστε )
1

()(
ν

ξξ += ff   

ΘΕΜΑ  1 

Α.Αν ππ-e ),
1

(ln)(' ex
x

xf <<=ηµ και f αντιστρέψιµη µε 4
π

3
π

)( eef =  

να βρεθεί ).)(( 4
π1 ef −  

 
B.Να βρείτε τον γεωµετρικό τόπο  των  εικόνων  των  µιγαδικών  z αν 
ισχύει  zz −=1ln  



 

 

Mαθηµατικά   Κατεύθυνσης 
Επιλεγµένα  θέµατα  για  τους  υποψήφιους 
Της  Γ΄τάξης  του  Ενιαίου  Λυκείου 
ΘΕΜΑ   10 

.Θεωρούµε τη συνεχή συνάρτηση  f:[0,1]�R µε  f(0)=f(1) 
ι)Nα  βρείτε το πεδίο ορισµού  της  συνάρτησης  h  µε    

h(x)= )()
1

( xfxf −+
ν

 

  µε ν  φυσικός µεγαλύτερος του 1 

ιι)Να αποδείξετε ότι  υπάρχει  ξ ]
1

1,0[
ν

−∈  τέτοιο ώστε )
1

()(
ν

ξξ += ff  

 
ΘΕΜΑ  20 

Α.Αν ππ-e ),
1

(ln)(' ex
x

xf <<=ηµ και f αντιστρέψιµη µε 

4
π

3
π

)( eef =  

να βρεθεί ).()( 4
π1 ef ′−  

B.Να βρείτε τον γεωµετρικό τόπο  των  εικόνων  των  µιγαδικών  z αν 
ισχύει  zz −=1ln  

 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ  ΣΤΟ  10 ΘΕΜΑ 
Έστω Α=[0,1], το Df    και  g(x)=x+1/x   µε   Dg=R  τότε 
Dfog={ }fg DxgDxx ∈∈ℜ∈ )(/ και  δηλαδή τους πραγµατικούς  όπου 

ν
χ

νν
1

1
1

1
1

0 −≤≤
−

⇔≤+≤ x  άρα Dfog= 




 −
−

νν
1

1,
1

. Η  h  είναι  

διαφορά δυο  συναρτήσεων  οπότε Dh= Dfog∩  Df = 




 −
ν
1

1,0  

ii)Θεωρούµε  την συνάρτηση ( )xfxfxh −






 +=
ν
1

)( , Β=




 −∈
ν
1

1,0x  

H h  είναι  συνεχής  στο Β ως  διαφορά  συνεχών συναρτήσεων,  
θέτουµε   στον   τύπο   της    διαδοχικά χ=0,  χ=1/ν,  χ=2/ν,    …….  
χ=(ν-1)/ν  και   έχουµε   αντίστοιχα 
h(0)=f(1/ν)-f(0 
h(1/ν)=f(2/ν)-f(1/ν),   
……… ………………. 
 h(1-1/ν)=f(1)-f(1-1/ν) 
Mε  πρόσθεση   κατά  µέλη  των  παραπάνω  ισοτήτων  (έχουµε  
τηλεσκοπικό  άθροισµα) 
h(0)+h(1/ν)+h(2/ν)+…+h(1-1/ν)=f(1)-f(0)=f(0)-f(0)=0    παίρνουµε 
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∆ιακρίνουµε  περιπτώσεις 



 

 

1.Αν  0
1

1....
2
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1

()0( =






 −==
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

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hhhh  τότε   η  πρόταση  (ιι) 

αληθεύει. 
2.Αν υπάρχουν  ετερόσηµοι προσθετέοι στην  (1),  έστω  h(k), h(m)   µε   

k,m






 −

∈
ν

ν
νν

1
,...

2
,

1
,1  ,     k<m. Tότε   στο  [k,m] h(k). h(m)<0   και   η  

h   ως συνεχής  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις  του θεωρήµατος  Βolzano,  
οπότε  υπάρχει  ένα  ξ στο (k,m) B⊆   τέτοιο  ώστε 

h(ξ)=0� )()
1

( ξ
ν

ξ ff =+  
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Α.Ισχύει ( ) xxff =− )(1  µε παραγώγιση 

( ) 4
1

111 ,
)((

1
)(1))()).(((

π

ex
xff

xfxfxff =
′

=
′

⇒=′′
−

−−−  

 

( ) 2

1
ln

1

)(

1

)((

1
)(

3

341

41 −=
















=

′

=

′

=
′

−

−

π

ππ

π

ηµ

e

efeff

ef  

Β.Aρχικά 0>z  H  δοσµένη εξίσωση γράφεται 01ln =−+ zz  (1) 

Θεωρούµε  την   συνάρτηση  f(x)=lnx+x-1 µε  χ>0,  τότε  f΄(χ)=1+1/χ>0  
οπότε  η f  είναι  γνησίως  αύξουσα  στο (0,+00)  και  άρα  "1-1" 
Η (1) γράφεται 1)1()( =⇒= zfzf  άρα ο γεωµετρικός  τόπος   είναι  

κύκλος  µε  κέντρο (0,0) και  ακτίνα  ρ=1. 
 

Προτεινόµενα θέµατα: 

ΘΕΜΑ 1.Έστω ƒ:IR→  IR τρεις φορές παραγωγίσιµη συνάρτηση µε 

την ιδιότητα 0.x  ,1ln)()1()(' 12 >∀−−=−+ − xxexfxxf x Αν ƒ(1) = -1 

να αποδειχτεί ότι το σηµείο Μ(1, -1) είναι σηµείο καµπής της fc . 

ΘΕΜΑ 2.Έστω f µια συνάρτηση  συνεχής  στο  διάστηµα  [α,β]  τρείς 
φορές  παραγωγίσιµη    στο   (α,β)  τέτοια  ώστε )()( βfaf ≤   και  
υπάρχει γε(α,β) µε  f(γ)<f(α)  να   αποδείξετε  ότι: 
1. υπάρχει ξε(α,β)   ώστε  f΄(ξ)=0 
2. υπάρχει  χ0ε(α,β)  ώστε  f΄΄(χ0)>0 
3. υπάρχουν   ρ1, ρ2ε(α,β)  ώστε  ρ1<ρ2, f΄΄(ρ1)>0  και  f΄΄(ρ2)>0 
4.Αν   η  f ''  είναι  γνησίως  φθίνουσα στο [α,β], τότε  υπάρχει ξ0   στο 
(ρ1, ρ2)ώστε  f΄΄´(ξ0)<0 
 
 
 
 



 

 

Mαθηµατικά   Κατεύθυνσης 

ΘΕΜΑ 1.Έστωƒ:IR→  IR τρεις φορές παραγωγίσιµη συνάρτηση µε την 

ιδιότητα 0.x  ,1ln)()1()(' 12 >∀−−=−+ − xxexfxxf x Αν ƒ(1) = -1 να 

αποδειχτεί ότι το σηµείο Μ(1, -1) είναι σηµείο καµπής της fc . 

ΘΕΜΑ 2.Έστω f µια συνάρτηση  συνεχής  στο  διάστηµα  [α,β]  τρείς φορές  
παραγωγίσιµη    στο   (α,β)  τέτοια  ώστε )()( βfaf ≤  και  υπάρχει γε(α,β) µε  
f(γ)<f(α)  να   αποδείξετε  ότι: 
1.  υπάρχει ξε(α,β)  ώστε  f΄(ξ)=0 
2. υπάρχει  χ0ε(α,β  ώστε  f΄΄(χ0)>0 
3. υπάρχουν   ρ1, ρ2ε(α,β)  ώστε  ρ1<ρ2, f΄΄(ρ1)>0  και  f΄΄(ρ2)>0 
4.Αν   η  f ''  είναι  γνησίως  φθίνουσα στο [α,β], τότε  υπάρχει ξ0 στο (ρ1, 
ρ2)ώστε  f΄΄´(ξ0)<0 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ  ΣΤΟ  10 ΘΕΜΑ  

Παραγωγίζουµε την  δοσµένη  σχέση  και  έχουµε 

1ln)(.)1()()1.(2)( 12 −−=′−+−+′′ − xexfxxfxxf x  (1) για  χ=1 

παίρνουµε f''(1)=0 . Παραγωγίζουµε  την (1) και  χ=1 παίρνουµε   

0
1

)(
lim0

1

)1()(
lim02)1(

11
>

−

′′
⇔>

−

′′−′′
⇔=′′′

→→ x

xf

x

fxf
f

xx
≻  

Αυτό  σηµαίνει ότι υπάρχει δ>0 και οσοδήποτε  µικρό  τέτοιο  ώστε για   

κάθε   ( ) { }11,1 −+−∈ δδx   να  ισχύει 0
1

)(
>

−

′′

x

xf
  (2) 

Αν   χ ),1( δδ−∈  τότε   χ-1<0  και   η   (2)   δίνει f''(χ)<0,  ενώ   αν   

χ )1,1( δ+∈  

χ>1 οπότε από  την (2) f''(χ)>0 Άρα  η  f''(χ) µηδενίζεται  στο  χ=1 και 

αλλάζει πρόσηµο  εκατέρωθεν  του  1,εποµένως  το  (1, f(1))  είναι 

σηµείο  καµπής. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ  ΣΤΟ  20 ΘΕΜΑ  

1.Η f  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις  του θεωρήµατος  µέσης 

τιµής(Θ.Μ.Τ) στα   [α,γ],[γ,β] 



 

 

 υπάρχει ένα   χ1 στο (α,γ) και  χ2 στο (γ,β) τέτοια  ώστε  

0
)()(

)( 1 <
−
−

=′
a

aff
xf

γ
γ

και 0
)()(

)( 2 >
−
−

=′
βγ

γβ ff
xf . Η  f' ικανοποιεί  

τις προϋποθέσεις   του  θεωρήµατος  Bolzano  στο [χ1,χ2  ] και   άρα  

υπάρχει  ένα  ξ   στο (χ1,χ2)  τέτοιο  ώστε  f'(ξ)=0 

2.Εφαρµόζουµε το Θ.Μ.Τ στο [χ1,χ2]για  την  f ' και παίρνουµε  ότι  

υπάρχει  ένα  χ0ε(χ1,χ2)  τέτοιο ώστε 0
)()(

)(
12

12
0 >

−

′−′
=′′

xx

xfxf
xf  

3.Η f' ικανοποιεί το Θ.Μ.Τστα  [χ1,ξ], [ξ,χ2 ]υπάρχουν ρ1 στο( χ1,ξ )και 

ρ2 στο  (ξ,χ2) τέτοια  ώστε 0
)(

)(
1

1
1 >

−

′−
=′′

ρξ
ρ

xf
f  και  

0
)(

)(
2

2
2 >

−

′′
=′′

ξ
ρ

x

xf
f  

4.Στο  [ρ1, ρ2]  η  f'' ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του  Θ.Μ.Τ οπότε  

υπάρχει  ένα ξ0  στο 

(ρ1,ρ2) τέτοιο  ώστε 
12

12
0

)()(
)(

ρρ
ρρ

ξ
−

′′−′′
=′′′

ff
f <0  διότι  

)()( 12 ρρ ff ′′<′′  

Προτεινόµενα   θέµατα 

ΘΕΜΑ 1 Α.Αν  η συνάρτηση  f είναι  παραγωγίσιµη στο [α,  +00) και 

για κάθε  χ>α είναι   ,0)( >≥′ pxf  να   δείξετε  ότι: 00)(lim
00

+=
+>−−

xf
x

 

Β.Αν  η  συνάρτηση f:R�R έχει δεύτερη παράγωγο στο R,στρέφει τα 

κοίλα άνω  και +∞==
−∞→+∞→

)(lim)(lim xfxf
xx

 να δείξετε  ότι η  f έχει 

ελάχιστη  τιµή. 

ΘΕΜΑ  2.Α.Έστω f µια  συνάρτηση  παραγωγίσιµη στο διάστηµα  ∆ 

και  f΄(χ) 0≠   για  κάθε χ στο ∆. Να  αποδείξετε ότι  η  f  είναι  γνησίως 

µονότονη  στο ∆. 



 

 

Β.Έστω  f  µια  άρτια  συνάρτηση µε  την  ιδιότητα f(0)=0.Aν  η  f είναι  

δυο φορές  παραγωγίσιµη  και  η ℜ∈∀≠′′ xxf ,0)( ,  να  αποδείξετε   

ότι 0)().( ≥′′ xfxf . 

 

Mαθηµατικά   Κατεύθυνσης 

ΘΕΜΑ 1. Α.  Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο [α,  +00) και για 

κάθε χ>α   είναι ,0)( >≥′ pxf να δείξετε  ότι: 00)(lim
00

+=
+>−−

xf
x

 

Β.Αν η  συνάρτηση  f:R�R  έχει  δεύτερη  παράγωγο στο R,στρέφει τα 

κοίλα άνω  και +∞==
−∞→+∞→

)(lim)(lim xfxf
xx

 να δείξετε  ότι η f  έχει  

ελάχιστη τιµή. 

 
ΘΕΜΑ  2.Α.Έστω f µια  συνάρτηση  παραγωγίσιµη στο διάστηµα  ∆ και  

f΄(χ) 0≠   για κάθε χ στο ∆. Να  αποδείξετε ότι  η  f  είναι  γνησίως 

µονότονη  στο ∆ 

Β.Έστω f µια άρτια συνάρτηση µε την ιδιότητα f(0)=0.Aν η f είναι δυο 

φορές  παραγωγίσιµη  και  η ℜ∈∀≠′′ xxf ,0)( ,  να  αποδείξετε   ότι 

0)().( ≥′′ xfxf  

ΑΠΑΝΤΗΣΗ   ΣΤΟ ΘΕΜΑ 1 

Α. Έστω  χ>α, στο διάστηµα  [α,χ] ισχύει το Θ.Μ.Τ,άρα υπάρχει ένα  ξχ 

τέτοιο ώστε 

)())(()(
)()(

)( afaxfxf
ax

afxf
f +−′=⇒

−
−

=′ χχ ξξ .  Όµως 

f΄(χ)
)()()()()()()).((

)()).(()(0

afaxpxfafpaff

pfpfp

+−≥⇒+−≥+−′

⇒−≥−′⇒≥′⇒>≥

αχαχξ

αχαχξξ

χ

χχ
 

Επειδή  ( ) +∞=+−
+∞→

)()(lim afaxp
x

  έπεται  ότι  +∞=
∞→

)(lim xf
x

 

Β.Αφού η f  στρέφει  τα κοίλα  άνω στο R  η  f´ είναι  γνησίως   αύξουσα . 



 

 

Η f ικανοποιεί το Θ.Μ.Τ στο [χ,0]υπάρχει ένα  ξ1  τέτοιο  ώστε 

( ) 0)()0()(.lim

)0()(.)(
0

)()0(
)(

11

11

<′⇒+∞=+′

⇒+′=⇒
−
−

=′

−∞→
ξξ

ξξ

fffx

ffxxf
x

xff
f

x

 

Η   f ικανοποιεί το Θ.Μ.Τ στο  [0,χ]  υπάρχει  ένα   ξ2 τέτοιο  ώστε 

( ) 0)()0()(.lim

)0()(.)(
0

)0()(
)(

22

22

>′⇒+∞=+′

⇒+′=⇒
−
−

=′

+∞→
ξξ

ξξ

fffx

ffxxf
x

fxf
f

x

 

Τότε στο  [ξ1,ξ2 ]  η  f'  ικανοποιεί  το  θεώρηµα του  Bolzano   και   

υπάρχει  ένα ξ  τέτοιο  ώστε  f ′ (ξ)=0.Aν χ>ξ  τότε  

,0)(0)()( >′⇒=′>′ xffxf ξ ενώ  αν 

χ<ξ 0)()()( <′⇒′<′⇒ xffxf ξ Άρα  η  ελάχιστη  τιµή  της  f   είναι  το 

f(ξ) 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ  ΣΤΟ  ΘΕΜΑ 2 

A.Θα  δείξω  ότι   η   f΄ διατηρεί  σταθερό  πρόσηµο. Ας  υποθέσουµε  

ότι  δεν  διατηρεί , τότε θα  υπάρχουν  α,β µε   α<β µε  f΄(α).f΄(β)<0. Έστω 

f΄(α)<0  και  f΄(β)>0. Η f ως  συνεχής  θα  παίρνει µια  ελάχιστη τιµή στο 

[α,β] ∆⊆  

0
)()(

lim)( <
−
−

=′
→ ax

afxf
af

ax
 τότε υπάρχει δ>0 και οσοδήποτε µικρό 

τέτοιο   ώστε  για  κάθε χε (α.α+δ)  να  ισχύει 

)()(0
)()(

xfaf
ax

afxf
>⇒<

−
−

  άρα  η   f  δεν  παρουσιάζει ελάχιστο 

στο α. Οµοίως δείχνουµε ότι  η f δεν  παρουσιάζει  ελάχιστο   στο β.Τότε  

την  ελάχιστη  τιµή της ,η f  θα  την  παίρνει  σε  εσωτερικό σηµείο  χ 0 

του  [α,β] και επειδή είναι παραγωγίσιµη, από θεώρηµα  Fermat  f́(χ0)=0  

άτοπο Άρα η f   είναι  γνησίως  µονότονη  στο ∆ 

B. Από  το (Α)  η f΄  θα    είναι γνησίως  µονότονη στο R, επίσης θα είναι 

περιττή  Ας υποθέσουµε ότι  f΄΄(χ)>0 οπότε η f΄ γνησίως  αύξουσα στοR 



 

 

0)(0)0()(0 >′⇒=′>′⇒> xffxfx τότε ηf  γνησίως αύξουσα στο 

(0,+00),  άρα 0)0()(0 =>⇒> fxfx   οπότε 0,0)().( >>′′ xxfxf  

Οµοίως  αν  χ<0 

Προτεινόµενα  θέµατα 

ΘΕΜΑ 1.∆ίνεται η 

συνάρτηση ℜ∈
+

−++
=

−

−

−→
x

ee

exexk
xf

txtx

txtx

t
,

.2

.1).3.(
lim)(

00
 

να  βρείτε τον τύπο της f και  να  προσδιορίσετε το k  ώστε να είναι 
συνεχής στο ℜ  

ΘΕΜΑ 2Έστω ƒ: IR→  IR δύο φορές παραγωγίσιµη συνάρτηση της 

οποίας η fc  εφάπτεται στον χ’χ άξονα στην αρχή των αξόνων. Αν  ƒ́ ΄(χ) 

< ƒ'(χ)  IRx ∈∀ , να αποδειχτεί ότι 

i) ƒ'(x) > ƒ(x)  για χ < 0 και ƒ'(χ) < ƒ(χ) για χ > 0. 

IR.x  0)( ii) ∈∀≤xf  

iii) Η fc  δεν έχει άλλο κοινό σηµείο µε τον χ’χ εκτός από την αρχή των 

αξόνων. 

 
 

Mαθηµατικά   Κατεύθυνσης 

ΘΕΜΑ 1 ∆ίνεται η 

συνάρτηση ℜ∈
+

−++
=

−

−

−→
x

ee

exexk
xf

txtx

txtx

t
,

.2

.1).3.(
lim)(

00
 

να  βρείτε τον τύπο της f και  να  προσδιορίσετε το k  ώστε να είναι 
συνεχής στο ℜ  
 

ΘΕΜΑ  2.Έστω ƒ: IR→  IR δύο φορές παραγωγίσιµη συνάρτηση της 

οποίας η fc  εφάπτεται στον χ’χ άξονα στην αρχή των αξόνων. Αν  ƒ́ ΄(χ) 

< ƒ'(χ)  IRx ∈∀ , να αποδειχτεί ότι 

i) ƒ'(x) > ƒ(x)  για χ < 0 και ƒ'(χ) < ƒ(χ) για χ > 0. 



 

 

IR.x  0)( ii) ∈∀≤xf  

iii) Η fc  δεν έχει άλλο κοινό σηµείο µε τον χ’χ εκτός από την αρχή των 

αξόνων. 
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Ισχύει 








<∞+
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=
−∞→

0,

0,1

0,0

lim .

x

x

x

e xt

t
   Η  f κάνοντας πράξεις γράφεται  
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1).3.(
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t e

xexk
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0,
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13

0,
2

1

xxk

x
k

x
x

   για   να  είναι   

συνεχής 
στο R, θα  πρέπει  να  είναι   συνεχής  και   στο  σηµείο  αλλαγής  τύπου 
,δηλαδή 

6/13
3

13

2

1
)0()(lim)(lim

0
=⇔=

+
=⇔==

−+ →→
kk

k
fxfxf

xox
 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ  ΣΤΟ  ΘΕΜΑ 2 
Ι)Έστω Η(χ)=f΄(χ)-f(χ)  µε  f(0)=f´(0)=0  και χ πραγµατικό. Τότε  
h΄(χ)=f΄΄(χ)-f΄(χ)<0, οπότε   η h  είναι  φθίνουσα  στο  R 
Αν  χ>0  τότε  H(x)<H(0)=0 )()(0)()( xfxfxfxf <′⇒<−′⇒  
Aν χ<0 τότε Η(χ)>Η(0)=0 )()(0)()( xfxfxfxf >′⇒>−′⇒  
ιι)Αν  χ>0  έχουµε 

( ) 0).(0).().(0)()( <
′

⇒<−′⇒<−′ −−− xxx exfexfexfxfxf  
 
Αν  εκλέξουµε   συνάρτηση  g(x)=f(x).e-x  τότε  ǵ (χ)<0,  οπότε   η g  είναι  
φθίνουσα   
στο [0,+00), οπότε  για   χ>0 έχουµε  g(x) <g(0)=>f(x).e-x<0=>f(x)<0 
Aν χ<0  έχουµε 

( ) 0).(0).(.).(0)()( >
′

⇒>′⇒>−′ −−− xxx exfexfexfxfxf   
 Τότε η συνάρτηση φ(x)=f(x).e-x  έχει  παραγάγωγο  θετική οπότε  είναι   
γνησίως    
αύξουσα  στο  (-00,0]. Για   χ<0=>φ(χ)<φ(0)=>φ(χ)<0=>f(χ).e-χ <0=> 
f(χ)<0 
Άρα η f(x) 0≤     για  κάθε   χ στο R 
 



 

 

ιιι)Από το  παραπάνω  ότι,  f(x)<0 για κάθε χ στο  R*  ενώ  f(0)=0, 
βγάζουµε  το  συµπέρασµα ότι η γραφική παράσταση της f  εφάπτεται του  
χ΄χ   στο  (0,0) 
 

Προτεινόµενα  θέµατα 

ΘΕΜΑ 1.  

∆ίνεται η συνάρτηση  f(χ)= ( )πχ
ηµχ

,0, ∈
x

 και  0<α<β<π/2 

Α)Να µελετήσετε την µονοτονία της  f στο  (0,π) 

Β)Να αποδείξετε: ι)
α
β

ηµα
ηµβ

≺    ιι)
ηµα
ηµβ

π
β

≺
2

.
a

 

Γ.Να αποδείξετε την ανισότητα : 
6

)(
22/

6/

ππ

π

≺∫ dxxf  

 

ΘΕΜΑ 2.  

Έστω  z,  w    µιγαδικοί  αριθµοί  που οι εικόνες τους δεν είναι 
συνευθειακά    
σηµεία µε την αρχή των αξόνων.  
 Α.Να  αποδείξετε  ότι : 
ι)δεν  υπάρχει  πραγµατικός αριθµός λ τέτοιος  ώστε  z=λ.w 

ιι) wzwzwz ..
22

++ ≻  

Β Θεωρούµε την  συνάρτηση xxwzwzxwzxf 4)...(...
3

1
)( 232

++−=  

ι)Να αποδείξετε ότι η f  είναι γνησίως  αύξουσα 
ιι)Αν  η  f''(1)=-2  να βρεθεί  το  εµβαδόν  του χωρίου που περικλείεται  
από την  cf τον  χ΄χ και τις   ευθείες χ=0 και χ=α όπου α θέση σηµείου 
καµπής  της  f 
 

Mαθηµατικά   Κατεύθυνσης 
ΘΕΜΑ 1. ∆ίνεται η συνάρτηση f(χ)= ( )πχ

ηµχ
,0, ∈

x
 και 0<α<β<π/2 

Α)Να µελετήσετε την µονοτονία της  f στο  (0,π) 

Β)Να αποδείξετε: ι)
α
β

ηµα
ηµβ

≺    ιι)
ηµα
ηµβ

π
β

≺
2

.
a

 

Γ.Να αποδείξετε την ανισότητα : 
6

)(
22/

6/

ππ

π

≺∫ dxxf  

ΘΕΜΑ  2. Έστω z,w µιγαδικοί  αριθµοί που οι εικόνες τους δεν  είναι  
συνευθειακά   σηµεία µε την αρχή των αξόνων.  
 Α.Να   αποδείξετε  ότι : 



 

 

ι)δεν υπάρχει πραγµατικός αριθµός λ τέτοιος  ώστε  z=λ.w 

ii) wzwzwz ..
22

++ ≻  

Β Θεωρούµε   την  συνάρτηση xxwzwzxwzxf 4)...(...
3

1
)( 232

++−=  

ι)Να αποδείξετε ότι η fείναι γνησίως αύξουσα 
ιι)Αν  η f''(1)=-2 ν α βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου που περικλείεται 
από την  cf τον  χ΄χ   και τις  ευθείες χ=0 και χ=α, όπου α θέση σηµείου 
καµπής  της  f 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ   ΣΤΟ ΘΕΜΑ 1 

Α.Είναι f΄(χ)=
χηµ

χσυνχηµχ
2

−
 Το  πρόσηµο της f΄(χ) εξαρτάται  από το 

πρόσηµο του  αριθµητή.  Έστω  λοιπόν  g(x)=ηµχ-χσυνχ  τότε  
g΄(χ)=χηµχ>0,  για  χ στο(0,π) άρα   ǵ (χ)>0  οπότε   η  g   είναι   
γνησίως   αύξουσα[0,π).Για χ>0 έχουµε   g(x)>g(0)=0=>g(x)>0=>ηµχ-
χσυνχ>0=>f́ (χ)>0,  οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο  (0,π) 

Β.ι)Είναι 0<α<β<π/2  οπότε f(α)<f(β)=>
α
β

ηµα
ηµβ

ηµβ
β

ηµα
<⇔<

a
 

ιι)ισχύουν ηµα<α  και  f(α)<f(π/2) οπότε  έχουµε




 <

2/

2/

ηµπ
π

ηµβ
β

αηµα

≺  µε   

πολλαπλασιασµό  κατά µελη παίρνουµε 
ηµα
ηµβ

απ
βαπ

ηµβ
ηµα

β ≺≺
.

2

2

.
⇔   

που είναι το   ζητούµενο 
Γ.Στο  (0,π/2]  έχουµε   

f(x)<f(π/2)=>
622

22/

6/

2/

6/

2/

6/

π
ηµχ
χπ

ηµχ
χπ

ηµχ
χ π

π

π

π

π

π

≺≺ ∫∫∫ ⇒⇒< dxdxdx  

ΑΠΑΝΤΗΣΗ  ΣΤΟ  ΘΕΜΑ 2 

Α. ι)  Ας  υποθέσουµε  ότι   z=λ.w τότε η ισότητα διανυσµατικά 

γράφεται ΟΑ=ΟΜ .λ ,(Α,Μ οι  εκόνες  των  z,w  αντίστοιχα  και  Ο  η  
αρχή  των   αξόνων) αυτό σηµαίνει ότι οι εικόνες  των µιγαδικών  είναι  
συνευθειακά   σηµεία  µε το (0,0), το  οποίο  αντιφάσκει  µε  την  
υπόθεση   

ιι) wzwzwz ..
22

++ ≻

0

)).(()()(....
2
>−⇔

−−⇔−−−⇔−−+⇔

wz

wzwzwzwwzzwzwzwwzz
 

Β.ι)Ηf είναι παραγωγίσιµη ως πολυωνυµική 

µε 4).(2..)( 22
++−=′ xwzwzxwzxf     η  οποία  έχει  

∆= ( ) 0...4..16)..(4 222 <−=−+ wzwzwzwzwz  διότι η παρένθεση είναι   

φανταστικός αριθµός και στο τετράγωνο αρνητικός  
πραγµατικός.Επίσης η ∆ δεν  µπορεί  να είναι µηδέν, διότι οι µιγαδικοί  



 

 

αριθµοί  z,w θα  είχαν  εικόνες  συνευθειακά  σηµεία µε την αρχή των 
αξόνων.  Άρα  f¨(χ)>0, εποµένως η f είναι γνησίως αύξουσα στο R 

ιι) ( )wzwzxwzxf ...2..2)(
2

+−=′′  (1) είναι   f΄΄(1)=-2  εποµένως 

παίρνουµε   
  

( ) ( ) 01.....2...2..2
22

=++−⇒−=+− wzwzwzwzwzwz (2 ) . Θέτουµε  

βiawz +=. οπότε  η (2)γίνεται α2+β2-2.α+1=0�(α-1)2+β2=0�(α=1 
και  β=0 ) 

τότε 1. =wz και οτύπος της  fείναι  f(χ)= xxx 42
3

1 23 +−  

H f΄΄(χ)=2(χ-2)  µε  f΄΄(1)=0.Αν  χ>2 έχουµε f΄΄(χ)>0  ενώ για  χ<2  είναι  
f΄΄(χ)<0  άρα  το χ=2 είναι θέση  σηµείο  καµπής   

Το εµβαδόν  είναι  Ε= =







+−=+−∫

2
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2
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)42
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Προτεινόµενα  θέµατα 

ΘΕΜΑ 1. Έστω f, g  παραγωγίσιµες συναρτήσεις στο R για τις οποίες  
ισχύει  f(0)=0  ,  
   g(0)=1 και  z= ))()(()( xgxfixf ++′     w= ))()(()( xfxgixg +−+′     

 µιγαδικοί  αριθµοί για τους οποίους  ισχύει: izz −=−1    και  

1+=− wiw  

α)Να βρείτε τους γεωµετρικούς τόπους των w, z 
β)Να δείξετε ότι ηµχ.)( xexf = και συνχ.)( xexg =  
γ)Να δείξετε ότι υπάρχει ένα µόνο  ξ στο (0,π/2) τέτοιο ώστε f(ξ)=g(ξ) 
δ)Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου που περικλείεται από την cf, cg τον 
χ΄χ και τις   ευθείες χ=0 και χ=π/2 

ΘΕΜΑ 2. Θεωρούµε την συνάρτηση   f:   ℜ→ℜ που είναι 

παραγωγίσηµη στο R και   ισχύει: 

   
e

fefxxfxxfx
1

)1(,)1(,),()1()( * =−=ℜ∈∀+=′ και . 

Ι)Να βρεθεί η  f. 
ιι)Nα βρεθεί το εµβαδόν του  χωρίου  το  οποίο ορίζεται  από  την  
f(x)=ex τον  ψ΄ψ  και  τις   ευθείες  ψ=1 και ψ=e 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

Mαθηµατικά   Κατεύθυνσης 
 
ΘΕΜΑ  Ι 

Έστω f συνάρτηση παραγωγίσιµη στοR  τέτοια  ώστε  για  κάθε  
χ  να  ισχύει 

       45)( 24
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 Να αποδείξετε  ότι : 

ι) υπάρχει χ0 στο (0,2)τέτοιο ώστε  f΄(χ0)=0 
ιι) υπάρχει  ξ στο (-2,6) τέτοιο ώστε  f(ξ)=0 
 
ΘΕΜΑ ΙΙ  

Έστω f  συνεχής στο  R και για κάθε χ ισχύει :  

∫ +
=

x

tf
dt

e
xf

0
)(1

1
)(          

ι)Να δείξετε ότι η f είναι "1-1" και να  βρείτε την  αντίστροφη της 
ιι)Να αποδείξετε ότι η f είναι κοίλη 
ιιι)Να αποδείξετε  ότι:  f(0)+f(2008)<2f(1004) 

ιv)Να βρείτε το ολοκλήρωµα ∫
e

dxxf
0

)(          

               

Mαθηµατικά   Κατεύθυνσης 
 
 
ΘΕΜΑ 1.Έστω συνάρτηση  f(x)=/x.z+1/,  όπου   z   είναι µη  µηδενικός   µιγαδικός 
1)Αν   η  f    είναι  άρτια   να   δειχτεί  ότι   z  είναι    φανταστικός 
2)Αν  η  πλάγια   ασύµπτωτη   της   f   στο   +  00   περνά  από το (0,1) να   δειχτεί   
 ότι  ο z  είναι  πραγµατικός 

3)Αν ℜ∈≤ xexf xz ,)( .  να  βρεθεί  ο γ.τ  των εικόνων του z,  αν  Rez>0 

4)Αν  η 1ln()( 2 ++= xxxg  είναι αρχική της  1/f(x) να βρεθεί ο  z. 

ΘΕΜΑ  ΙΙ Α Να  αποδειχτεί  ότι : dxxafdxxf
aa
∫∫ −+=
ββ

β )()(   

  B. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα  : Ι= ∫ +

2

0 1

π

ρ

ρ

χεφ
χεφ

dx   ρ  φυσικός 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ   ΣΤΟ   1ο  ΘΕΜΑ 
1.Έστω z=α+iβ, α,β  πραγµατικοί  Είναι   
f(x)=

12)()1(1).(1. 222222 +++=++=++=+ αχχβαχββ axiaxzx

 
H  f    είναι  άρτια  , άρα   f(-x)=f(x)� α=0,   άρα     ο    z  φανταστικός  

2 .λ= 22
2

22 12
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Η   ασύµπτωτη   είναι   ψ=
22

22

βα

α
χβα

+
++ .Αυτή   διέρχεται   

από   το  (0,1) 

Άρα  01
22

=⇒=
+

β
βa

a
,οπότε    z=α 0≥  

3.Θεωρούµε   την   συνάρτηση   

h(x)= )0(012)( 222 hea xz =≤−+++ αχχβ  

Eπειδή   η   h   είναι   παραγωγίσιµη   και   παρουσιάζει   ακρότατο   στο    
0  από   θεώρηµα   Fermat   h́(0)=0.  Είναι   

xzez
a

xh .
12)(

)(
)(

222

22

−
+++

++
=′

αχχβα

αχβ
, για  χ=0   έχουµε  

00 22 =⇒=+⇒=⇒=− βαβaazza Άρα    ο   γεωµετρικώς   

τόπος   των   εικόνων  του   z   είναι   ο   άξονας   των   µη   αρνητικών  
πραγµατικών 
4.Ίσχύει    
g΄(χ)=1/f(x)=>

12)(1
12)(

1

1

1 2222

2222
+++=+⇒

+++
=

+
αχχβαχ

αχχβax
 

 
=>  α2+β2=1  και  α.2=0.   Άρα   α=0   και  ( β=1 ή β=-1)Έτσι   z=i, z=-i 
 
AΠΑΝΤΗΣΗ   ΣΤΟ   ΘΕΜΑ  2 
A..Θέτουµε   α+β-χ=u=>dx=-du  και   για   χ=α=>u=β, χ=β=>u=α 

Άρα ∫∫∫ =−=−+
β

α

α

β

β

χβ dxxfduufdxaf
a

)()()(  



 

 

B.Από   το  (Α)    για   α=0, β= π/2   έχουµε   

42
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Mαθηµατικά   Κατεύθυνσης 
 
ΘΕΜΑ 1. 

Έστω f, g  παραγωγίσιµες συναρτήσεις στο R για τις οποίες 
ισχύει  f(0)=0    
 και   
g(0)=1και z= ))()(()( xgxfixf ++′  w= ))()(()( xfxgixg +−+′     

 µιγαδικοί αριθµοί  για τους οποίους  ισχύει : izz −=−1    και  

1+=− wiw  

α)Να βρείτε τους  γεωµετρικούς  τόπους  των  εικόνων των  w, z 
β)Να δείξετε ότι ηµχ.)( xexf =  και συνχ.)( xexg =  
γ)Να δείξετε ότι  υπάρχει  ένα µόνο  ξ  στο   (0,π/2) τέτοιο ώστε  
f(ξ)=g(ξ) 
δ)Να  βρεθεί  το εµβαδόν  του χωρίου που  περικλείεται  από   την cf, cg  
τον χ΄χ και τις   ευθείες  χ=0 και χ=π/2 
 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ  ΣΤΟ  ΘΕΜΑ  1 
 
α.Η σχέση izz −=−1  εκφράζει την µεσοκάθετο  του ευθύγραµµου 

τµήµατος   µε  άκρα το A(1,0) κα  το B(0, i), άρα είναι  η ευθεία   ψ=χ 
ενώ 1+=− wiw   εκφράζει   την  µεσοκάθετο του ευθύγραµµου  

τµήµατος µε άκρα Β(0,i) και Γ(-1,0) 
οπότε είναι η ευθεία  ψ=-χ  
β. Από το (Α) έχουµε ψ=χ�  f'( χ)=f(x)+g(x) , ενώ  ψ=-χ� g'(x)=g(x)-
f(x) 
Θεωρούµε  συνάρτηση  H(x)=(f(x)-ex

ηµχ)2+(g(x)-ex
συνχ)2, θα δείξουµε 

ότι είναι η   σταθερή συνάρτηση  0  Πράγµατι :   
Η'(x)=2.(f(x)-ex.ηµχ).(f'(χ)-ex

συνχ-ex
συνχ)+2(g(x)-ex

συνχ).(g'(χ)-
ex
συνχ+ex

ηµχ)= 
=2.(f(x)-ex.ηµχ).(f(x)+g(x)-ex

ηµχ-ex
συνχ)+2( g(x)-exσυνχ).(g(x)-f(x)-

ex
συνχ+ex

ηµχ)=… 



 

 

=…2[f(x)-ex
ηµχ]2+[g(x)-ex

συνχ]2   Άρα   Η'(χ)=2.Η(χ)�Η(χ)=c.e2x 
.Eπειδή  Η(0)=0  έπεται   ότι   c=0,  οπότε Η(χ)=0�(f(x)-ex

ηµχ)2+(g(x)-
ex
συνχ)2=0�(f(x)=ex.ηµχ καιg(x)=ex.συνχ) 

Παρατήρηση:   ισχύει    η    ισοδυναµία  f'(χ)=κ.f(x)����f(x)=c.eκ.x 
(<=)Αν   f(x)= c.eκ.x  τότε   f'(χ)=κ.c.eκχ =κ.f(x) 
(=>)Έστω  f'(x)=k.f(x),   τότε   

( ) ( )
kx

kx

kx

kxkx

kx

kxkx

kx

ecxfc
e
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exfkexfk
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γ.Θεωρούµε την συνάρτηση φ(χ)=ex
ηµχ-ex συνχ µε χ να ανήκει 

στο[0,π/2] 
Η φ είναι  συνεχής ως  αποτέλεσµα  πράξεων  συνεχών  συναρτήσεων  
και  φ(0)=-1, φ(π/2)=eπ/2 
Άρα ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του θεωρήµατος  BOLZANO  
οπότε   υπάρχει  ένα    ξ στο (0,π/2) τέτοιο ώστε  φ(ξ)=0<=>f(ξ)=g(ξ) 
∆.Το  ζητούµενο εµβαδόν  δίνεται από  το ολοκλήρωµα  

Ε= dxeedxxgxf xx∫∫ −=−
2/

0

2/

0

)()(
ππ

συνχηµχ  

= 21

2/

4/

4/

0

)()( Ι+Ι=−+−− ∫∫ dxedxe xx συνχηµχσυνχηµχ
π

π

π

 

Θα  υπολογίσουµε το  αόριστο   ολοκλήρωµα  

Ι= ∫ =− dxe x )( συνχηµχ ex(ηµχ-συνχ)- ∫ + )( ηµχσυνχxe dx= ex(ηµχ-

συνχ)-{ex(συνχ+ηµχ)- ∫ +− })( dxe x συνχηµχ = 

 ex(ηµχ-συνχ)-ex(συνχ+ηµχ)- ∫ +− dxe x )( συνχηµχ =>Ι= ex(ηµχ-συνχ)-

ex(συνχ+ηµχ)-Ι=> 
2Ι= ex(ηµχ-συνχ)-ex(συνχ+ηµχ)=>Ι=1/2[ex(ηµχ-συνχ)-ex(συνχ+ηµχ)]+C 
Tότε  

Ι1= [ ] [ ]{ } ( )2.2
2

1
...)().(

2

1 4/4/

0

4/

0
πππ

ηµχσυνχσυνχηµχ eee xx −=−−−  

Το  Ι2= [ ] [ ]{ } 4/2/

4/

2/

4/ 2

2
...)().(

2

1 ππ

π

π

π ηµχσυνχσυνχηµχ eee xx =−−−  

Άρα  Ε= 12
2

2

2

2
1 4/4/4/ −=++− πππ eee  

Προτεινόµενα  θέµατα 

 
ΘΕΜΑ  Ι 

Έστω f συνάρτηση παραγωγίσιµη στοR  τέτοια  ώστε  για  κάθε  
χ  να  ισχύει 
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 Να αποδείξετε  ότι : 

ι) υπάρχει χ0 στο (0,2)τέτοιο ώστε  f΄(χ0)=0 



 

 

ιι) υπάρχει  ξ στο (-2,6) τέτοιο ώστε  f(ξ)=0 
 
ΘΕΜΑ ΙΙ  

Έστω f  συνεχής στο  R και για κάθε χ ισχύει :  

∫ +
=

x

tf
dt

e
xf

0
)(1

1
)(          

ι)Να δείξετε ότι η f είναι "1-1" και να  βρείτε την  αντίστροφη της 
ιι)Να αποδείξετε ότι η f είναι κοίλη 
ιιι)Να αποδείξετε  ότι:  f(0)+f(2008)<2f(1004) 

ιv)Να βρείτε το ολοκλήρωµα ∫
e

dxxf
0

)(                        

 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

Επιλεγµένα θέµατα για τους υποψήφιους 

της Γ΄ τάξης του Ενιαίου Λυκείου 

ΘΕΜΑ Ι 

Έστω f, g συναρτήσεις αντιστρέψιµες µε σύνολο τιµών το R. Να αποδείξετε ότι: 

i) fog  αντιστρέψιµη 

ii)  1 1 1( )fog g of− − −=  

iii)  Αν η f γνησίως αύξουσα τότε ισχύει η ισοδυναµία 1( ) ( ) ( )f x x f x f x−= ⇔ =  

Απόδειξη 

i) Έστω 1 2, fogx x D∈  µε  

      ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )fog x fog x f g x f g x g x g x x x= ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

ii)  Είναι ( ) ( )( )( ) ( )( )1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )fog o g of x fog og of x fo gog of x− − − − − −= =  

      1( )( )fof x x− =  

      Οµοίως ( ) ( )( )1 1 ( )g of o fog x x− − =  

Άρα ( ) 1 1 1fog g of
− − −=  

iii)  Έστω ( )f x x= . Τότε 1( )f x x− =  (τετριµµένο)  

Έστω 1( ) ( )f x f x− =  και ότι η f ↑ ℝ  

Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει 0x ∈ℝ : 

0 0( )f x x≠  τότε 

0 0( )f x x>  ή 0 0( )f x x<  

• Αν ( )1 1
0 0 0 0( ) ( ) ( )f x x f f x f x− −> ⇔ > ⇒  



 

 

0 0( )x f x>  άτοπο 

• Αν ( )1 1
0 0 0 0( ) ( ) ( )f x x f f x f x− −< ⇔ < ⇒  

0 0( )x f x<  άτοπο 

Άρα 0 0( )f x x=  

 

ΘΕΜΑ ΙΙ 

Έστω 1z iα β= + , 2z iγ δ= + ,  , 0γ δ ≠ ,  , , ,α β γ δ ∈ℝ ,  2 1i = −  

i) Αν t ∈ℝ , να βρείτε τον γεωµετρικό τόπο των εικόνων του z για τα οποία ισχύει 

1 2z z t z= + ⋅  

ii)  Το ελάχιστο z  

Λύση 

i) Έστω z x iy= + , ,x y∈ℝ . Τότε  

( )x iy a i t iβ γ δ+ = + + ⋅ + ⇔  

( ) ( )x iy a t i tγ β δ+ = + + ⋅ +  

Η τελευταία ισότητα είναι ισοδύναµη µε 
x a t

y t

γ
β δ

= + ⋅
⇔

= + ⋅
 

  και  ,  
x a y

t t t
β

γ δ
 − −

= = ∈


ℝ  

Οπότε παίρνουµε 
x a y β
γ δ
− −

= ⇔  

( ) ( )x a y x a yδ γ β δ δ γ βγ− = − ⇔ − = − ⇔  

( ) 0x yδ γ βγ αδ− + − =  

Η τελευταία σχέση είναι εξίσωση πρώτου βαθµού και παριστάνει ευθεία που 

διέρχεται από το Α(α,β). 

ii)  
2 2

(0, )z d
βγ αδ

ε
δ γ

−
= =

+
 

 

Προτεινόµενα θέµατα των οποίων η λύση θα δηµοσιευθεί 

ΘΕΜΑ Ι 

Έστω :f →ℝ ℝ µε ( )  ( , ,  0)f x ax β α β α= + ∈ ≠ℝ  

i) Να προσδιορίσετε την 



 

 

 συνθέσεις

...g fofo of

ν

=
�����

 και την 1g −  

ii)  Να προσδιορίσετε τα α, β ώστε να ισχύει  

1(1 ) ( ) (1 )f x f x f x x−− + + + = , x∀ ∈ℝ  

 

ΘΕΜΑ ΙΙ 

∆ίνονται οι συναρτήσεις ( )
2

x xe e
f x

−−
= , ( )

2

x xe e
g x

−+
=  

Να αποδείξετε ότι  

i) Η f γνησίως αύξουσα και να βρείτε το πεδίο τιµών της 

ii)  Να βρείτε την 1( )f x−  

iii)  Να υπολογίσετε το 
1

2

0

1 x dx+∫  

iv) Να βρείτε 
0

lim ( ) ( )
m

m
f x g x dx

→+∞
−∫  

Τι εκφράζει γεωµετρικά το ολοκλήρωµα; 

 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

Επιλεγµένα θέµατα για τους υποψήφιους 

της Γ΄ τάξης του Ενιαίου Λυκείου 

ΘΕΜΑ Ι 

Έστω :f R R→ µε ( )  ( , ,  0)f x ax Rβ α β α= + ∈ ≠  

iii)  Να προσδιορίσετε την 

 συνθέσεις

...g fofo of

ν

=
�����

 και την 1g −  

iv) Να προσδιορίσετε τα α, β ώστε να ισχύει  

1(1 ) ( ) (1 )f x f x f x x−− + + + = , x R∀ ∈  

 

ΘΕΜΑ ΙΙ 

∆ίνονται οι συναρτήσεις ( )
2

x xe e
f x

−−
= , ( )

2

x xe e
g x

−+
=  

Να αποδείξετε ότι  

v) Η f γνησίως αύξουσα και να βρείτε το πεδίο τιµών της 



 

 

vi) Να βρείτε την 1( )f x−  

vii)  Να υπολογίσετε το 
1

2

0

1 x dx+∫  

viii)  Να βρείτε 
0

lim ( ) ( )
m

m
f x g x dx

→+∞
−∫  

Τι εκφράζει γεωµετρικά το ολοκλήρωµα; 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ ΣΤΟ ΘΕΜΑ Ι 

i) Το fD R= : { }/  , ( )gog gD x R x D g x R R= ∈ ∈ ∈ =  

ορίζεται η σύνθεση fof  µε τύπο 

( )1( ) ( )( ) ( ) ( )g x fof x f f x a ax β β= = = + + =  

2 2 ( 1)x a a xα β β β α= + + = + +  

Ορίζεται  

2 1g g of=  µε τύπο 2 1( ) ( )( )g x g of x= =  

( ) 2
1 ( ) ( ) ( 1)g f x a ax aβ β= = + + + = 

3 2 ( 1)a x a β β α= + + + = 

3 2( 1)a x a aβ= + + +    ∆ηλαδή 

3 2( )( ) ( 1)fofof x a x a aβ= + + +  

Ισχυριζόµαστε ότι: 

1 2( ) ( ... )( ) ( ... 1)
v

v v vg x fofo of x a x a a aβ − −= = + + + + +
�����

 

Θα αποδείξουµε τον ισχυρισµό µας µε Μαθηµατική Επαγωγή 

Για 2v =  

2( )( )fof x a x aβ β= + +   αληθής 

Έστω ότι ισχύει για v κ= , όπου κ αυθαίρετος φυσικός 

k

1 2( ) ( ... )( ) ( ... 1)g x fofo of x a x a a aκ κ κ
κ β − −= = + + + + +

�����
 

Θα αποδείξουµε ότι ισχύει και για 1v κ= +  

∆ηλαδή 

( ) 1 1
1( ) ( ... ) ( ) ( ... 1)g x fofo of of x a x a a aκ κ κ

κ β+ −
+ = = + + + + +  

Πράγµατι 



 

 

1
1( ) ( )( ) ( ( )) ( ) ( ... 1)g x g of x g f x a x a aκ κ

κ κ κ α β β −
+ = = = + + + + + = 

1 1( ... 1)x a a aκ κ κα β+ −= + + + + +  

Άρα 1 2( ) ( ... 1)v v vg x a x a a aβ − −= + + + + +  

Η g είναι πολυωνυµική συνάρτηση 1ου βαθµού και είναι “1-1”. Άλλωστε αν 

1 2 1 2( ) ( )g x g x x x= ⇒ =  

Θέτουµε ( )g x y= ⇔  

1 2( ... 1)va x yν νβ α α α− −+ + + + + = ⇔  

1 2( ... 1)v v

v

y a a a
x

a

β − −− + + + +
=  

Άρα 

1 2
1 ( ... 1)
( )

v v

v

x a a a
g x

a

β − −
− − + + + +

= , x R∈  

ii)  1(1 ) ( ) (1 )f x f x f x x−− + + + = ,  1( )
x

f x
β

α
− −

=  

1
(1 )

x
a x ax x

a

β
β β

+ −
− + + + + = ⇔  

2( 2 1 ) 0a a x axβ β+ + − + = +  για κάθε x 

Άρα ( )21  και  2 1 0a a aβ β= + + − =  οπότε 1,a =  2β = − . 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ ΣΤΟ ΘΕΜΑ ΙΙ 

i) ( ) 0
2

x xe e
f x

−+
′ = >  άρα η f R↑  

lim ( ) lim
2

x x

x x

e e
f x

−

→+∞ →+∞

+
= = +∞  

lim ( ) lim
2

x x

x x

e e
f x

−

→−∞ →−∞

+
= = −∞  

Άρα ( )f R R=  

ii)  Η f  ως µονότονη είναι “1-1”, άρα αντιστρέφεται. 

Έστω ( )
2

x xe e
f x y y

−−
= ⇔ = ⇔   

021
2 0 ( ) 2 1 0x x x

x
e y e ye

e
∆>− − = ⇔ − − = →  



 

 

( )2 21 ln 1xe y y x y y= + + ⇔ = + +  

Οπότε ( )1 2( ) ln 1 ,f x x x− = + +  x R∈  

iii)  
1 1 1 12 2

2

2 2 2
0 0 0 0

1 1
1

1 1 1

x x
I x dx dx dx dx

x x x

+
= + = = + =

+ + +
∫ ∫ ∫ ∫  

11
2

20
0

2
ln( 1 )

2 1

x x
x x dx

x

⋅ = + + + =
  +

∫  

( ) ( ) ( )
1 11

2 2 2

0
0 0

ln 1 2 1 ln 1 2 1 1x xdx x x x x dx
′

  ′= + + + = + + + − + ⇔
 ∫ ∫  

( )ln 1 2 2I I= + + − ⇒  

( )1
2 ln 1 2

2
I  = + +

 
 

iv) 
0 0

lim ( ) ( ) lim
m m

x

m m
f x g x dx e dx−

→+∞ →+∞
− = =∫ ∫ 0

lim lim 1 1
mx m

m m
e e− −

→+∞ →+∞
   − = − + =     

Εκφράζει το εµβαδόν του χωρίου που βρίσκεται µεταξύ fc , gc  και τον y΄y. 

 

 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ ΤΩΝ ΟΠΟΙΩΝ Η ΛΥΣΗ ΘΑ ∆ΗΜΟΣΙΕΥΘΕΙ 

 

ΘΕΜΑ Ι 

i) Να λύσετε την εξίσωση 1xe x− =  

ii)  Να βρείτε τον γεωµετρικό τόπο των εικόνων του µιγαδικού z για τον οποίο 

1ze z− =  

iii)  Να βρείτε την 
1

( ) 1

0

: ( )xf xf e dx x f x− = ⋅∫ , όπου f  συνεχής µε 0x > . 

ΘΕΜΑ ΙΙ 

Έστω οι z, w µιγαδικοί µε εικόνες Α, Β στο µιγαδικό επίπεδο. Αν ( ) ( )ΑΒ = ΑΟ , Ο η 

αρχή των αξόνων και 0z ≠  να βρείτε 0t >  για το οποίο (1 )w z it= ⋅ + . Να 

αποδείξετε επίσης ότι το ΑΟΒ είναι ορθογώνιο. 

 

 



 

 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

Επιλεγµένα θέµατα για τους υποψήφιους 

της Γ΄ τάξης του Ενιαίου Λυκείου 

ΘΕΜΑ Ι 

iv) Να λύσετε την εξίσωση 1xe x− =  

v) Να βρείτε τον γεωµετρικό τόπο των εικόνων του µιγαδικού z για τον οποίο 

1ze z− =  

vi) Να βρείτε την 
1

( ) 1

0

: ( )xf xf e dx x f x− = ⋅∫ , όπου f  συνεχής µε 0x > . 

ΘΕΜΑ ΙΙ 

Έστω οι z, w µιγαδικοί µε εικόνες Α, Β στο µιγαδικό επίπεδο. Αν ( ) ( )ΑΒ = ΑΟ , Ο η 

αρχή των αξόνων και 0z ≠  να βρείτε 0t >  για το οποίο (1 )w z it= ⋅ + . Να 

αποδείξετε επίσης ότι το ΑΟΒ είναι ορθογώνιο. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ ΣΤΟ ΘΕΜΑ Ι 

i) 1 1ln lnx xe x e x− −= ⇔ = , 0x >  άρα 

ln 1 ln 1 0x x x x= − ⇔ − + =     (1) 

Μια προφανής λύση είναι 1x =  

Έστω ( ) ln 1f x x x= − + , 0x >  

1 1
( ) 1

x
f x

x x

−
′ = − = ,  ( ) 0 1f x x′ = ⇔ =  

 Η f  στο 0 1x =  παρουσιάζει ολικό µέγιστο το 

(1) 0f =  άρα η (1) είναι ισοδύναµη ( ) 0f x = , η 

οποία έχει µοναδική λύση 1x = . 

ii)  1 ln 1 ln 1 0ze z z z z z− = ⇔ = − ⇔ − + =  

( ) ( )0 (1) 1f z f z f z⇔ = ⇔ = ⇔ =  

Ο γ.τ. των εικόνων του z είναι ο κύκλος µε κέντρο 0 και ακτίνα 1. 

iii)  Θέτουµε 
1

( ) 1

0

xf xe dx c− =∫      (2) 

Τότε η αρχική γίνεται ( ) ( )
c

c x f x f x
x

⋅ = ⇒ =  (3) 

x    0   1 +∞  

( )f x′    +                             - 

( )f x  ր   ց  



 

 

Η (2) 
1

1 1

0

c ce dx c e c− −= ⇒ =∫  µε 0c >  άρα ln 1 0 1c c c− + = ⇔ =  

Οπότε 
1

( )f x
x

=  

ΑΠΑΝΤΗΣΗ ΣΤΟ ΘΕΜΑ ΙI 

( ) ( ) (1 )z w z z z z itΑΒ = ΑΟ ⇔ − = ⇔ = − ⋅ + ⇔  

1 1z izt z z t t t= ⇔ = ⋅ ⇔ = ⇔ =  

Οπότε 

(1 )w z i= ⋅ +                                                                  

1 2w z i zΟΒ = = + = ⋅  

z w z i zΑΒ = − = = = ΟΑ  

Τότε 
2 2 22 2 2( ) ( ) 2z z zΟΑ + ΑΒ = + = = ΟΒ  

Άρα το ΟΑΒ είναι ορθογώνιο στο Α. 

 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ ΤΩΝ ΟΠΟΙΩΝ Η ΛΥΣΗ ΘΑ ∆ΗΜΟΣΙΕΥΘΕΙ 

ΘΕΜΑ Ι 

Να βρεθεί πολυώνυµο ( )f x  µε ( 1) 1f − =  και [ ] 4( ) 1 ( ) 2f x f x dx x c′− = +∫  

ΘΕΜΑ ΙΙ 

Θεωρούµε τους µιγαδικούς αριθµούς ( ) 2 xz z x x ie= = + , 0x ≥  

α) Να βρεθεί αυτός του οποίου η εικόνα απέχει λιγότερο από την αρχή των 

αξόνων του µιγαδικού επιπέδου 

β) Να δειχθεί ότι οι εικόνες των 
4

3

zi
w

z i

+
=

−
 βρίσκονται εντός του κύκλου 

κέντρου ( )K i  και ακτίνας 
3

3
. 

 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

Επιλεγµένα θέµατα για τους υποψήφιους 

της Γ΄ τάξης του Ενιαίου Λυκείου 

ΘΕΜΑ Ι 

Να βρεθεί πολυώνυµο ( )f x  µε ( 1) 1f − =  και [ ] 4( ) 1 ( ) 2f x f x dx x c′− = +∫  (1) 

 

1 1 2 3

-1

1

2

3

O

A 

B

(z)

(w)



 

 

ΘΕΜΑ ΙΙ 

Θεωρούµε τους µιγαδικούς αριθµούς ( ) 2 xz z x x ie= = + , 0x ≥  

α) Να βρεθεί αυτός του οποίου η εικόνα απέχει λιγότερο από την αρχή των 

αξόνων του µιγαδικού επιπέδου 

β) Να δειχθεί ότι οι εικόνες των 
4

3

zi
w

z i

+
=

−
 βρίσκονται εντός του κύκλου 

κέντρου ( )K i  και ακτίνας 
3

3
. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ ΣΤΟ ΘΕΜΑ Ι 

Θέτουµε ( )f x u=  τότε ( )du f x dx′=  και η αρχική ισότητα γίνεται 

2
4 4( 1) 2 2

2

u
u du x c u x c− = + ⇒ − = + ⇒∫  

2 42 4 2 0u u x c− − − =       

Άρα  2 4( ) 2 ( ) 4 2 0f x f x x c− − − =   (2) 

Για 1x = − : 2( 1) 2 ( 1) 4 2 0f f c− − − − − = ⇒  

              
1

1 2 4 2 0
2

c c+ − − = ⇒ = −  

Οπότε η (2): 2 4( ) 2 ( ) 4 2 0f x f x x c− − − =  είναι τριώνυµο ως προς ( )f x  µε 

416 0x∆ = ≥  άρα 2( ) 2 1f x x= − +   ή  2( ) 2 1f x x= +  

Επειδή ( 1) 1f − = −  έχουµε 2( ) 2 1f x x= − +  

ΑΠΑΝΤΗΣΗ ΣΤΟ ΘΕΜΑ ΙI 

α) Θεωρούµε τη συνάρτηση 2( ) ( ) 4 xf x z x x e= = + , 0x ≥  

2 2

2 2

4 2 2
( ) 0

2 4 4

x x

x x

e e
f x

x e x e

+ +′ = = >
+ +

 άρα η [ ]0,f ↑ +∞  

Η ελάχιστη τιµή της είναι (0) 1f = . Ο µιγαδικός µε την µικρότερη απόσταση, από 

την αρχή των αξόνων είναι για 0x = , ο z i= . 

β) Αρκεί να δείξουµε ότι 

3 4 3

3 3 3

zi
w i i

z i

+
− < ⇔ − <

−
1 3

3 3z i
⇔ <

−
3 3z i⇔ − > 24 ( 3) 3xx e⇔ + − >  

Θεωρούµε τη συνάρτηση 2( ) 4 ( 3)xg x x e= + − , 0x ≥  µε ( ) 4 2( 3)x xg x e e′ = + − , 



 

 

2( ) 0 3 2 0x xg x e e′ = ⇔ − + = ( 1)( 2) 0x xe e⇔ − − = ( 1 ή 2)x xe e⇔ = =  

( 0 ή ln 2)x x⇔ = =  

 Η g είναι γνησίως φθίνουσα στο (0, ln 2] και 

γνησίως αύξουσα στο [ln 2, )+∞  

Στο  ln 2x =  παρουσιάζει ολικό ελάχιστο µε τιµή 

ln 2 2(ln 2) 4 ln 2 ( 3) 4 ln 2 1g e= + − = +  

Είναι 4 ln 2 1 3 4ln 2 2 ln 4 1+ > ⇔ > ⇔ >  (αφού 4 e> ) 

Άρα 
3

(ln 2) 3 ( ) 3
3

g g x w i> ⇔ > ⇔ − <  

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ ΤΩΝ ΟΠΟΙΩΝ Η ΛΥΣΗ ΘΑ ∆ΗΜΟΣΙΕΥΘΕΙ 

ΘΕΜΑ Ι 

Έστω f συνάρτηση 2 φορές παραγωγίσιµη στο R µε (0) 0f ′ >  και για κάθε x στο R 

ισχύει 

( )2
( ) 2 ( ) 2xf x f x e x′ ′+ = − +  

Να αποδείξετε ότι: 

α) η f  γνησίως αύξουσα 

β) η f  παρουσιάζει καµπή στο 0 

γ) (1) 1 (0)f f≥ +  

ΘΕΜΑ ΙΙ 

Έστω z C∈  και η συνάρτηση ( )
zi

f z
z i z i

=
− − +

 

α) Να βρείτε για ποιους µιγαδικούς ορίζεται η f 

β) Να αποδείξετε ότι 
1

( )
2

f z ≥  

γ) Να βρείτε το γεωµετρικό τόπο των εικόνων του z  για τους οποίους ισχύει 

( )
2

z
f z =  

 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

Επιλεγµένα θέµατα για τους υποψήφιους 

της Γ΄ τάξης του Ενιαίου Λυκείου 

ΘΕΜΑ Ι 

x    0 ln 2   +∞  

g′    -                            + 

g   ց   ր  



 

 

Έστω f συνάρτηση 2 φορές παραγωγίσιµη στο R µε (0) 0f ′ >  και για κάθε x στο R 

ισχύει 

  ( )2
( ) 2 ( ) 2xf x f x e x′ ′+ = − +       (1)Να αποδείξετε ότι: 

α) η f  γνησίως αύξουσα β) η f  παρουσιάζει καµπή στο 0 

γ) (1) 1 (0)f f≥ +  

ΘΕΜΑ ΙI 

Έστω z C∈  και η συνάρτηση ( )
zi

f z
z i z i

=
− − +

   (1) 

α) Να βρείτε για ποιους µιγαδικούς ορίζεται η f 

β) Να αποδείξετε ότι 
1

( )
2

f z ≥  

γ) Να βρείτε το γεωµετρικό τόπο των εικόνων του z  για τους οποίους ισχύει 

( )
2

z
f z =  

ΑΠΑΝΤΗΣΗ ΣΤΟ ΘΕΜΑ Ι 

α) Θεωρούµε τη συνάρτηση ( ) 2xx e xφ = − +  µε πεδίο ορισµού το R. 

Τότε ( ) 1xx eφ ′ = − , ( ) 0 0x xφ ′ = ⇔ = , ενώ ( ) 0 0x xφ ′ > ⇔ > , ( ) 0 0x xφ ′ < ⇔ <  

Άρα στο 0x = η φ παρουσιάζει ελάχιστο (ολικό) µε (0) 3φ = . Άρα ( ) 3xφ ≥  για κάθε 

x R∈ . Η (Ι) γίνεται ( ) ( )2 2
( ) 2 ( ) 3 ( ) 2 ( ) 3 0f x f x f x f x′ ′ ′ ′+ ≥ ⇔ + − ≥ ⇔  

( ) ( )( ) 3 ( ) 1 0f x f x′ ′+ − ≥ ⇔ ( )( ) 3  ή  ( ) 1 f x f x′ ′≤ − ≥   (ΙΙ)   για κάθε x. 

Η f ′  είναι συνεχής, άρα το πεδίο τιµών της είναι διάστηµα: Επειδή (0) 0f ′ > από (ΙΙ) 

παίρνουµε ( ) 1 f x′ ≥  (ΙΙΙ)Είναι ( ) 1 0 ( ) 0f x f x′ ′≥ > ⇔ >  άρα η f γνησίως αύξουσα  

β) Παραγωγίζουµε την (Ι) 2 ( ) ( ) 2 ( ) 1xf x f x f x e′ ′′ ′′+ = −  , [ ]( ) 2 ( ) 2 1xf x f x e′′ ′ + = −  

1
( )

2 ( ) 2

xe
f x

f x

−′′ =
′ +

Τότε 
0 1

(0) 0
2 (0) 2

e
f

f

−′′ = =
′ +

, ενώ  

( ) 0 0f x x′′ > ⇔ > , ( ) 0 0f x x′′ < ⇔ <  

 

              Σ.Κ( 0, (0)f ) 

 

 

 

x   −∞    0  +∞  

f ′′    -                            + 

f   ∩   ∪  



 

 

γ) Από (ΙΙΙ) 
1 1

0 0
( ) 1f x dx dx′ ≥ ⇔∫ ∫ [ ]10( ) 1f x ≥ ⇔ (1) (0) 1 (1) 1 (0)f f f f− ≥ ⇔ ≥ +  

ΑΠΑΝΤΗΣΗ ΣΤΟ ΘΕΜΑ ΙI 

α) Πρέπει 0z i z i− − + ≠  

Αν 0z i z i− − + = z i z i⇔ − = +  

Άρα η εικόνα του z, ανήκει στην µεσοκάθετο του ευθύγραµµου τµήµατος, µε άκρα 

,i i−  δηλαδή ο άξονας των πραγµατικών. 

Η f  ορίζεται στο C – R. 

β) ( )
z i zzi

f z
z i z i z i z i z i z i

= = =
− − + − − + − − +

 

Όµως ( ) 2 2z i z i z i z i z z− − + ≤ − + + = = ⇔  

1
2

2

z
z i z i z

z i z i
− − + ≤ ⇔ ≤ ⇔

− − +

1
( )

2
f z ≥  

γ) ( ) 2
2 2

z z z
f z z i z i

z i z i
= ⇔ = ⇔ − − + =

− − +
 

Επειδή ( ) 2i i− − =  η τελευταία σχέση εκφράζει 2 ηµιευθείες στο Ι µε αρχή το i και -i 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ ΤΩΝ ΟΠΟΙΩΝ Η ΛΥΣΗ ΘΑ ∆ΗΜΟΣΙΕΥΘΕΙ 

ΘΕΜΑ Ι 

Α. Έστω f ορισµένη στο [ , ]a β , παραγωγίσιµη σ’ αυτό και ( ) 0 ( )f a f β′ ′< < . ∆είξτε 

ότι υπάρχει 0 ( , )x a β∈  ώστε 0( ) 0f x′ = . 

Β.  Έστω f ορισµένη και παραγωγίσιµη στο [ 2009,2009]−  µε ( 2009) 2009f ′ − < − και 

(2009) 2009f ′ > . ∆ίνεται µιγαδικός 3 2: ( ) ( ) 3 4z x f x f x z i x+ + = − − . Να βρείτε το 

ελάχιστο µέτρο του z. 

 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

Επιλεγµένα θέµατα για τους υποψήφιους 

της Γ΄ τάξης του Ενιαίου Λυκείου 

ΘΕΜΑ Ι 

Α. Έστω f ορισµένη στο [ , ]a β , παραγωγίσιµη σ’ αυτό και ( ) 0 ( )f a f β′ ′< < . ∆είξτε 

ότι υπάρχει 0 ( , )x a β∈  ώστε 0( ) 0f x′ = . 



 

 

Β.  Έστω f ορισµένη και παραγωγίσιµη στο [ 2009,2009]−  µε ( 2009) 2009f ′ − < − και 

(2009) 2009f ′ > . ∆ίνεται µιγαδικός 3 2: ( ) ( ) 3 4z x f x f x z i x+ + = − − . Να βρείτε το 

ελάχιστο µέτρο του z. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ ΣΤΟ ΘΕΜΑ Ι 

Α. Αφού η f  είναι παραγωγίσιµη στο [ , ]a β , θα είναι και συνεχής. Άρα θα παίρνει 

µια µέγιστη τιµή 1Μ  και µια ελάχιστη 1µ . Είναι 
( ) ( )

( ) 0 lim 0
x a

f x f a
f a

x a+→

−
′ < ⇔ <

−
. 

Θα υπάρχει 0δ > (οσοδήποτε µικρό) τέτοιο ώστε 
( ) ( )

0
f x f a

x a

−
<

−
 για κάθε 

( , )x a a δ∈ + , άρα ( ) ( ) 0 ( ) ( )f x f a f x f a− < ⇒ < . 

Άρα το ( )f a  δεν είναι η ελάχιστη τιµή της f στο [ , ]a β . 

Οµοίως 
( ) ( )

( ) 0 lim 0
x

f x f
f

xβ

β
β

β−→

−
′ > ⇔ >

−
 θα υπάρχει 0κ > : 

( ) ( )
0

f x f

x

β
β

−
>

−
, για 

κάθε ( , )x β κ κ∈ − ,  άρα ( ) ( ) 0 ( ) ( )f x f f x fβ β− < ⇒ < , άρα ούτε το ( )f β  είναι 

ελάχιστη τιµή της f στο [ , ]a β . 

Η f θα παρουσιάζει ελάχιστη τιµή σε 0 ( , )x a β∈  και επειδή είναι παραγωγίσιµη από 

Θ. Fermat: 0( ) 0f x′ = . 

Β. Έχουµε ( 2009) 0 (2009)f f′ ′− < < .  

Από (Α) θα υπάρχει 0 ( 2009,2009)x ∈ − : 0( ) 0f x′ =  

Παραγωγίζοντας την δοσµένη σχέση: 

21 3 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 3 4f x f x f x f x z i′ ′+ + = − −  

Για 0x x= στην τελευταία: 

3 4 1 (3 4 ) 1z i z i− − = ⇔ − + =  

Ο γ.τ. των εικόνων του z είναι κύκλος µε 

(3,4)K , 1ρ =  

 

mim z = 5 1 4OK K− Α = − =  

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ ΤΩΝ ΟΠΟΙΩΝ Η ΛΥΣΗ ΘΑ ∆ΗΜΟΣΙΕΥΘΕΙ 

ΘΕΜΑ Ι 

Έστω το ολοκλήρωµα 
/ 2

0

,xdx
π

ν
ν συνΙ = ∫  ν ∈Ν  

i) Να δείξετε ότι 2

1
ν ν

ν
ν −

−
Ι = Ι , 2ν ≥  



 

 

ii)  α) Αν ν άρτιος 
( 1)( 3)...1

( 2)...2 2ν

ν ν π
ν ν
− −

Ι = ⋅
−

 

β) Αν ν περιττός 
( 1)( 3)...2

( 2)...3ν

ν ν
ν ν
− −

Ι =
−

 

ΘΕΜΑ ΙΙ 

Έστω 0α > , x πραγµατικό και 1 n xz ia += + , (1 )w n x i= + + +  

Αν για κάθε x, ισχύει z w z w− ≤ +  να δείξετε ότι a e=  

 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

Επιλεγµένα θέµατα για τους υποψήφιους 

της Γ΄ τάξης του Ενιαίου Λυκείου 

ΘΕΜΑ Ι 

Έστω το ολοκλήρωµα 
/ 2

0

,xdx
π

ν
ν συνΙ = ∫  ν ∈Ν  

iii)  Να δείξετε ότι 2

1
ν ν

ν
ν −

−
Ι = Ι , 2ν ≥  

iv) α) Αν ν άρτιος 
( 1)( 3)...1

( 2)...2 2ν

ν ν π
ν ν
− −

Ι = ⋅
−

 

v) β) Αν ν περιττός 
( 1)( 3)...2

( 2)...3ν

ν ν
ν ν
− −

Ι =
−

 

ΘΕΜΑ ΙI 
Έστω 0α > , x πραγµατικό και 1z iaηµχ= + , (1 )w x iηµ= + +  

Αν για κάθε x, ισχύει z w z w− ≤ +  να δείξετε ότι a e=  

ΑΠΑΝΤΗΣΗ ΣΤΟ ΘΕΜΑ Ι 

i) 
2 2 2

1 1

0 0 0

( )I xdx x xdx x d x

π π π

ν ν ν
ν συν συν συν συν ηµ− −= = ⋅ = ⋅ =∫ ∫ ∫

2
1 22

0
0

( 1) ( )x x x x x dx

π
π

ν νσυν ηµ ηµ ν συν ηµ− − = ⋅ − ⋅ − − =  ∫  

2 2
2 2 2 2

0 0

0 ( 1) ( 1) (1 )xdx x x dx

π π

ν νν συν ηµ ν συν συν− −= + − = − − =∫ ∫  

2 2 2
2 2

0 0 0

( 1) ( ) ( 1)x x dx xdx xdx

π π π

ν ν ν νν συν συν ν συν συν− −

 
 = − − = − − 
  

∫ ∫ ∫  

2 2

1
( 1) ( 1)ν ν ν ν ν

ν
ν ν

ν− −

−
⇒ Ι = − Ι − − Ι ⇒ Ι = Ι , 2ν ≥  



 

 

ii)  α) Αν ν άρτιος, εφαρµόζουµε τον αναγωγικό τύπο διαδοχικά , 2, 4...2ν ν ν− −  

2

1
ν ν

ν
ν −

−
Ι = Ι ,  2 4

3

2ν ν

ν
ν− −

−
Ι = Ι

−
, …, 2 0

1

2
Ι = Ι  

Πολλαπλασιάζοντας κατά µέλη:  0

1 3 1

2 2ν

ν ν
ν ν
− −

Ι = ⋅ ⋅⋅ ⋅ Ι
−

 

Όµως 
2 2

0
0

0 0

1
2

I xdx dx

π π

π
συν= = =∫ ∫ . 

 Άρα  
1 3 1 ( 1)( 3)...1

2 2 2 ( 2)...2 2ν

ν ν π ν ν π
ν ν ν ν
− − − −

Ι = ⋅ ⋅⋅ ⋅ = ⋅
− −

 

β) Αν ν περιττός, εφαρµόζουµε τον αναγωγικό τύπο για , 2, 4...3ν ν ν− −  

2

1
ν ν

ν
ν −

−
Ι = Ι ,  2 4

3

2ν ν

ν
ν− −

−
Ι = Ι

−
,  4 6

5

4ν ν

ν
ν− −

−
Ι = Ι

−
, …, 3 1

2

3
Ι = Ι  

Με πολλαπλασιασµό κατά µέλη: 1

( 1)( 3)...2

( 2)...3ν

ν ν
ν ν
− −

Ι = ⋅Ι
−

 

[ ]
2

2
1 0

0

1I xdx x

π

π

συν ηµ= = =∫ .   Άρα   
( 1)( 3)...2

( 2)...3ν

ν ν
ν ν
− −

Ι =
−

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ ΣΤΟ ΘΕΜΑ ΙΙ 

Από την z w z w− ≤ + ⇔  

( ) ( )1 1 1 1x xia x i ia x iηµ ηµηµ ηµ⇔ + − + + ≤ + + + − ⇔    

( ) ( )1 1 2 1x xia x i x i aηµ ηµηµ ηµ⇔ − − − − ≤ + + − ⇔  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1x xx i a x i aηµ ηµηµ ηµ− − + ≤ + + − ⇔  

( ) ( ) ( )2 222 1 2 1x xx a x aηµ ηµηµ ηµ+ + ≤ + + − ⇔  
2 2 2 22 1 4 4 2 1x x x xx a a x x a aηµ ηµ ηµ ηµηµ ηµ ηµ+ + + ≤ + + + − + ⇔  

4 4 4 0xa xηµ ηµ⇔ − − ≤ ⇔ 1 0xa xηµ ηµ− − ≤    (Ι) 

Θεωρούµε συνάρτηση ( ) 1 0xf x a xηµ ηµ= − − ≤  µε (0) 0f = . Η (Ι) γράφεται 
( ) (0)f x f≤ . Στο 0x = η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο και επειδή είναι 

παραγωγίσιµη, από το Θεώρηµα Fermat, (0) 0f ′ = . 

( ) lnxf x a a x xηµ συν συν′ = ⋅ ⋅ − , 

(0) 0f ′ = 0 ln 0 0 0 ln 1a a a a eηµ συν συν⇔ ⋅ ⋅ − = ⇔ = ⇔ =  
ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ ΤΩΝ ΟΠΟΙΩΝ Η ΛΥΣΗ ΘΑ ∆ΗΜΟΣΙΕΥΘΕΙ 

ΘΕΜΑ Ι 

Έστω συνάρτηση f µε ( ) 12 2( ) , 0axf x e x a a
−

= ⋅ + ≠  

i) Να µελετηθεί ως προς τη µονοτονία 

ii)  Να δείξετε ότι για 1a ≥ ισχύει η ανισότητα 
2

1ax x
e

a
 > +  
 

, 0x >  



 

 

iii)  Αν 1 2,x x είναι οι πραγµατικές ρίζες της ( ) 0f x′ = , να υπολογίσετε το 

όριο 

2
1 2( )

4
1 2

0
1 2

1
lim

1

x x

a

x x

x x

+

→

 + ⋅
 − ⋅ 

 

iv) Να βρείτε µια αρχική συνάρτηση της ( )2 2( ) ( )x x a f x xφ ηµ= + ⋅  

ΘΕΜΑ ΙΙ 

Έστω ο µιγαδικός z για τον οποίο ισχύει 
1 3

2
z

z
+ =  

i) Να δείξετε 2 1z ≥  

ii)  Να βρείτε τον 0z , που έχει το µικρότερο µέτρο 

iii)  Να δείξετε ότι: 4 3 2
0 0 0 04 4 0z z z z+ + + =  

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 
Επιλεγµένα θέµατα για τους υποψήφιους 
της Γ΄ τάξης του Ενιαίου Λυκείου 
ΘΕΜΑ Ι 

Έστω συνάρτηση f µε ( ) 12 2( ) , 0axf x e x a a
−

= ⋅ + ≠  

v) Να µελετηθεί ως προς τη µονοτονία 

vi) Να δείξετε ότι για 1a ≥ ισχύει η ανισότητα 
2

1ax x
e

a
 > +  
 

, 0x >  

vii)  Αν 1 2,x x είναι οι πραγµατικές ρίζες της ( ) 0f x′ = , να υπολογίσετε το 

όριο 

2
1 2( )

4
1 2

0
1 2

1
lim

1

x x

a

x x

x x

+

→

 + ⋅
 − ⋅ 

 

viii)  Να βρείτε µια αρχική συνάρτηση της ( )2 2( ) ( )x x a f x xφ ηµ= + ⋅  

ΘΕΜΑ ΙΙ 

Έστω ο µιγαδικός z  για τον οποίο ισχύει 
1 3

2
z

z
+ =  

i) Να δείξετε 2 1z ≥  

ii)  Να βρείτε τον 0z , που έχει το µικρότερο µέτρο 

iii)  Να δείξετε ότι: 4 3 2
0 0 0 04 4 0z z z z+ + + =  

ΑΠΑΝΤΗΣΗ ΣΤΟ ΘΕΜΑ Ι 

i) Είναι 
2 2

( )
axe

f x
x a

=
+

, 0a ≠  

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

2 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2

2
( )

ax ax ax axe x a e x a ae x a e x
f x

x a x a

′ ′+ − + + − ⋅
′ = = =

+ +
 

( )
( ) ( )

2 2 2 3

2 22 2 2 2

2 2ax axe a x a x e ax x a

x a x a

 + −  − +   = =
+ +

 

( )2 3 2 3( ) 0 2 0 2 0axf x e ax x a ax x a′ = ⇔ − + = ⇔ − + =   (Ι) 
2 2 3 44 ( 2) 4 4(1 )a aa aβ γ∆ = − = − − = −  



 

 

• Αν 0∆ < ⇔ ( )4 41 0 1 1 1  ή  1a a a a a− < ⇔ > ⇔ > ⇔ > < −  

Αν 1a >  η f R↑ , ενώ αν 1a < −  η f R↓ . 

• Αν 0∆ > ⇔ 4 41 0 1 1 1 0 ή 0 1a a a a a− > ⇔ < ⇔ < ⇔ − < < < <  

Σε αυτή την περίπτωση η (Ι) έχει ρίζες 
4 4

1,2

2 4 4 1 1

2

a a
x

a a

± − ± −
= =  

Αν 0 1a< <  η 
4 41 1 1 1

, , ,
a a

f
a a

   − − + −
↑ −∞ +∞       

  

και  η 
4 41 1 1 1

,
a a

f
a a

 − − + −
↓  

  
 

Αν 1 0a− < <  η 
4 41 1 1 1

,
a a

f
a a

 + − − −
↑  

  
 

 και 
4 41 1 1 1

, , ,
a a

f
a a

   + − − −
↓ −∞ +∞       

 

• Αν 0∆ =  η (Ι) έχει µια ρίζα, 0∆ = ⇔ 41 0 1a a− = ⇔ = ±  

∆ιπλή 
2 1

1
2 2

x
a a a

β−
= = = = ±  

Αν 1a =  η f ↑ R 

Αν 1a = −  η f ↓ R. 

ii)  Αν 1a ≥  η f ↑  στο R οπότε για 0x > ( ) (0)f x f⇔ > ⇔
2 2 2

1axe

x a a
> ⇔

+
 

2

1ax x
e

a
 ⇔ > +  
 

 

iii)  Επειδή 1 2,x x οι ρίζες ( ) 0f x′ = ⇔ 2 32 0ax x a− + =  θα είναι από τους τύπους 

Vietta: 1 2

2
x x

a
+ = , 2

1 2x x a⋅ =  

( )21 2
2

1
24

1 2
20 0

1 2

1 1
lim lim

1 1

x x

a

a a

x x a
L

x x a

+

→ →

   + +
= =   − ⋅ −  

 

Όµως 

2
2

2 2

1
1 12 ln

1
2

1

1

a
a

a a
a

e
a

+

−
 +

= − 
, θέτω 

2

2

2

1
ln

1
a

a
u

a

 +
 − =  

Το 

2

2 2

2 2 20 0

1
ln1 1 1lim ln lim

1a a

a
a a

a a a→ →

+
+ −= =
−

   
0

 l' Hospital
0

de
 
 
 

 

( )
( )

2 22
2 2

22 22 2

0 0

2 (1 ) 1 211 1
1 11 1

lim lim
2 2a a

a a a aaa a
a aa a

a a→ →

− + +′ + + + ⋅⋅  − −− − = =  



 

 

( )
( )

2 22

220 2

(1 ) 11 2
lim 2

1 11a

a aa

a a→

− + +−
= ⋅ = =

+ −
 

Οπότε 2u →  

Άρα 

2
2

2 2

1
1 12 ln

21
20 0 2

1
lim lim lim

1

a
a

ua a

a a u

a
L e e e

a

+

−

→ → →

 +
= = = = − 

 

iv) 2 2
2 2

( ) ( )
ax ax

axe e
I x dx x a xdx e xdx xdx

x a a
φ ηµ ηµ ηµ

′ 
= = + = = = +  
∫ ∫ ∫ ∫  

1
( )

ax ax ax
axe e e

x x dx x e xdx
a a a a

ηµ συν ηµ συν= − = − =∫ ∫  

1 1ax ax
ax

I

e e
x x e xdx

a a a a
ηµ συν ηµ

 
 

= − + ⇒ 
  

∫��
��  

2 2

1 1ax
axe

I x e x I
a a a

ηµ συν= − − ⇒
2 2

1
(1 ) ( )

axe
I a x x c

a a
ηµ συν+ = − + ⇒  

2

1
( )

1
axI e a x x c

a
ηµ συν = − + +

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ ΣΤΟ ΘΕΜΑ ΙΙ 

i) 
1 1 1

z z z z
z z z

= + − ≤ + + ⇒
1 3

2
z

z
≤ + ⇒

2 23
1 2 3 2

2
z z z z≤ + ⇒ ≤ + ⇒  

2
2 3 2 0z z+ − ≥     (1) 

Η εξίσωση 22 3 2 0ω ω+ − =  έχει ρίζες 
3 5 1

2  ή  
4 2

ω ω ω
− ±  = ⇒ = − = 

 
 

Η 22 3 2 0 2ω ω ω+ − ≥ ⇔ ≤ −  ή  
1

2
ω ≥  

Η λύση της (1):  
1

2 1
2

z z≥ ⇔ ≥  

ii)  Για να έχει το µικρότερο µέτρο θα πρέπει 0

1

2
z =  

Θέτουµε 0z a iβ= + , , Rα β ∈ . Τότε έχουµε: 

1 1 3
 και 

2 2
a i a i

a i
β β

β
 

+ = + + = ⇔ 
+ 

 

2 2 1 3
 και ( )4

4 2
a a i a iβ β β + = + + − = ⇔ 

 

2 2 2 21 3
 και (5 ) ( 3 )

4 2
a aβ β + = + − = 

 
 

Από την λύση του συστήµατος παίρνουµε 0a =  και 
1

2
β = ± . 

Άρα ο 0

1

2
z i= ±  



 

 

iii)  4 3 2
0 0 0 04 4z z z z+ + + = 4 3 21 1 1 1

4( ) 4( ) ( ) ( )
2 2 2 2

i i i i± + ± + ± + ± =  

2
4 31 1 1 1

( )
4 2 2 2

i i i i
   + ± + + ± =   
   

31 1
( ) ( ) 0

2 2
i i± + ± =  

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ ΤΩΝ ΟΠΟΙΩΝ Η ΛΥΣΗ ΘΑ ∆ΗΜΟΣΙΕΥΘΕΙ 
ΘΕΜΑ 
Έστω f  δύο φορές παραγωγίσιµη στο (0, )+∞  για την οποία ισχύουν  

• 
1

3 ( ) 1xx f x e
−

′′ =  για 0x >  

• (1)f e=  και (1) 0f ′ =  
α) Να βρείτε τον τύπο της f και το σύνολο τιµών της  
β) Να βρείτε το πλήθος λύσεων της ( ) 2009f x =   

γ) Να αποδείξετε ότι: 1x xx e −≥  
δ) Να αποδείξετε ότι: ( ) ( 2) 2 ( 1)f v f v f v+ + > +  µε *v N∈ . 
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Επιλεγµένα θέµατα για τους υποψήφιους 

της Γ΄ τάξης του Ενιαίου Λυκείου 

ΘΕΜΑ  

Έστω f  δύο φορές παραγωγίσιµη στο (0, )+∞  για την οποία ισχύουν  

• 
1

3 ( ) 1xx f x e
−

′′ =  για 0x >  

• (1)f e=  και (1) 0f ′ =  

α) Να βρείτε τον τύπο της f και το σύνολο τιµών της  

β) Να βρείτε το πλήθος λύσεων της ( ) 2009f x =   

γ) Να αποδείξετε ότι: 1x xx e −≥  

δ) Να αποδείξετε ότι: ( ) ( 2) 2 ( 1)f v f v f v+ + > +  µε *v N∈ . 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ ΣΤΟ ΘΕΜΑ  

α)  
1 1

3
2

1
( ) ( )x xx f x e xf x e

x
′′ ′′= ⇔ =     (1)   Τότε: 

1 1

2

1
( ) ( ) ( )x xx f x dx e dx xf x f x x dx e c

x
′′ ′ ′ ′= ⇒ − = − + ⇒∫ ∫ ∫

1

( ) ( ) xxf x f x e c′ − = − +   (2) 

Για 1x = στην (2): (1) (1) 0f f e c c′ − = − + ⇒ =  

Η (2) γίνεται 
1

( ) ( ) xxf x f x e′ − = −   (3) 



 

 

Τότε 
1 1 1

2 2

( ) ( ) 1 ( ) ( )
x x x

xf x f x f x f x
e e e c

x x x x

′′  ′ −  = − ⇒ = ⇒ = +  
   

  (4) 

Για 1x = :  (1) 0f e c c= + ⇒ =  

Άρα 
1 1( )

( )x x
f x

e f x xe
x

= ⇒ = ,  0x >  

1
1 1 1

1
1 ( 1)

( ) ( ) ( )
xx

x x x
x eef x x e xe f x e

x x x

′ − ′ ′ ′= + ⇒ = − = 
 

 

( ) 0 1 0 1f x x x′ = ⇔ − = ⇔ = , ( ) 0 1f x x′ > ⇔ >  

Ενώ ( ) 0 1f x x′ < ⇔ <  

Κατασκευάζουµε τον πίνακα µονοτονίας  

 

Έστω 1 (0,1]∆ = , 2 [1, )∆ = +∞ . Το πεδίο τιµών της f είναι 1 2( ) ( )f f∆ ∪ ∆  

• 

1
1

0 0 0
lim ( ) lim lim

1

x
x

x x x

e
f x xe

x

+ + +→ → →
= =   (Θέτω 

1
u

x
= ) = lim

u

u

e

u→+∞
  

0

0
 
 
 

= lim
1

u

u

e
→+∞

= +∞  

• 
1

lim ( ) lim x

x x
f x xe

→+∞ →+∞
= = +∞  

1( ) [ , )f e∆ = +∞ ,  2( ) [ , )f e∆ = +∞  

Άρα (0, ) [ , ) [ , ) [ , )f e e e+∞ = +∞ ∪ +∞ = +∞  

β) ( ) 2009f x =  

Το 12009 ( )f∈ ∆  άρα υπάρχει 1 1x ∈∆ : 1( ) 2009f x =  

Το 22009 ( )f∈ ∆  άρα υπάρχει 2 2x ∈∆ : 2( ) 2009f x =  

Επειδή η f είναι µονότονη σ’ αυτά η εξίσωση ( ) 2009f x =  έχει ακριβώς 2 λύσεις. 

γ) α΄ τρόπος 

1 ln 1 ln 1 0x xx e x x x x x x−≥ ⇔ ≥ − ⇔ − + ≥  

Έστω ( ) ln 1g x x x x= − + , 0x >  

( ) lng x x′ = , (1) 0g′ =  

( ) 0 1g x x′ > ⇔ > ,  ( ) 0 1g x x′ < ⇔ >  
 



 

 

Άρα: 

1( ) (1) ln 1 0 x xg x g x x x x e −≥ ⇔ − + ≥ ⇔ ≥  

β΄ τρόπος 

1 1

( ) (1) ln lnx xf x f xe e xe e
 

≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥ 
 

1
1ln ln ... x xxx xe x e x e − 

⇔ ≥ ⇔ ⇔ ≥ 
 

 

δ) ( ) ( 2) 2 ( 1) ( 2) ( 1) ( 1) ( )f v f v f v f v f v f v f v+ + > + ⇔ + − + > + − ⇔  

( 2) ( 1) ( 1) ( )

2 ( 1) 1

f v f v f v f v

v v v v

+ − + + −
>

+ − + + −
 

Στα [ , 1],[ 1, 2]v v v v+ + +  η f  είναι συνεχής και παραγωγίσιµη, οπότε από Θ.Μ.Τ. 

υπάρχουν 1 ( , 1)v vξ ∈ + , 2 ( 1, 2)v vξ ∈ + + : 

1

( 1) ( )
( )

1

f v f v
f

v v
ξ

+ −
′ =

+ −
,  2

( 2) ( 1)
( )

2 ( 1)

f v f v
f

v v
ξ

+ − +
′ =

+ − +
 

Από την υπόθεση 
1 1

3
3

1
( ) ( ) 0x xx f x e f x e

x
′′ ′′= ⇒ = >  άρα η f ′ ↑ . 

Επειδή 1 2 1 2( ) ( ) ( 1) ( ) ( 2) ( 1)f f f v f v f v f vξ ξ ξ ξ′ ′< ⇒ < ⇒ + − < + − + ⇒  

2 ( 1) ( ) ( 2)f v f v f v+ < + +  

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ ΤΩΝ ΟΠΟΙΩΝ Η ΛΥΣΗ ΘΑ ∆ΗΜΟΣΙΕΥΘΕΙ 

ΘΕΜΑ 

Έστω 
2

( )
ax

f x
x β

=
+

, 0a > , 0β > . 

i) Να προσδιορίσετε τα α, β έτσι ώστε η γραφική παράσταση της f να έχει 

µια ασύµπτωτη παράλληλη στην πρώτη διχοτόµο της ɵxoy  και η  

απόσταση µεταξύ 1 1( , )x yΑ , Β 2 2( , )x y  να είναι 20 , 1 2,x x  θέσεις 

ακρότατων. 

ii)  Για 1a = , 1β =  να γίνει πρόχειρη γραφική παράσταση της f . 

iii)  Να βρεθεί το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την fc , τον x΄x 

και τις ευθείες 1x = , 4x = . 
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ΘΕΜΑ Ι 

ΜΙΑ ΑΣΚΗΣΗ ΠΟΛΛΕΣ  ΛΥΣΕΙΣ (Μελέτη συνάρτησης) 

∆ίνεται η εξίσωση 3x 3x 0− + α = . Να βρείτε το πλήθος λύσεων της όταν Rα∈ . 

1ος τρόπος 

Έστω 3f (x) x 3x= − +α , x R∈ , Rα∈  

2f (x) 3x 3′ = − ,  f (x) 0′ = 23x 3 0 x 1⇒ − = ⇔ = ±  

 

• f (1) 2= α −  

• f ( 1) 2− = α +  

• 3

x x
lim f (x) lim x
→+∞ →+∞

= = +∞  

• 3

x x
lim f (x) lim x
→−∞ →−∞

= = −∞  

Το πλήθος λύσεων της εξίσωσης 3x 3x 0− + α = f (x) 0⇔ =  ισοδυναµεί µε το 

πλήθος των σηµείων τοµής της fc µε τον x΄x.  

Έστω 1 ( , 1]= −∞ −∆ ,   2 [ 1,1]= −∆ ,       3 [1, )= +∞∆  

1) ( , 2]f ( = −∞ α +∆ ,    2) [ 2, 2]f ( = α − α +∆ ,  3) [ 2, )f ( = α − +∞∆  

Θα εξετάσουµε τις τιµές του α, για τις οποίες το 0 ανήκει σε κάποιο από 1)f (∆ , 

2)f (∆ , 3)f (∆ .  ∆ιακρίνουµε περιπτώσεις: 

 

• Αν 0 2 2< α− ⇔ α >  τότε η fc  

τέµνει τον x΄x σε ένα µόνο σηµείο 

1x , 1 1x ∈∆  στο 1∆  η f ↑  άρα 

f (x) 0=  έχει µοναδική λύση. 

 

 



 

 

• Αν 2 0 2α− = ⇔ α =  τότε η fc  

τέµνει τον x΄x σε δύο σηµεία, άρα η 

f (x) 0=  έχει 2 λύσεις. 

 

• Αν 

2 0 2 2 2α− < < α + ⇔ − < α <  η fc  

τέµνει τον x΄x σε 3 σηµεία, άρα, η  

f (x) 0=  έχει 3 λύσεις. 

 

 

• Αν 2 0 2α+ = ⇔ α = −  η 

fc τέµνει τον x΄x σε 2 σηµεία, άρα η 

f (x) 0=  έχει 2 λύσεις. 

 

 

• Αν 2 0 2α+ > ⇔ α > −  η 

fc τέµνει τον x΄x σε ένα µόνο σηµείο, 

άρα η f (x) 0=  έχει µοναδική λύση. 

 

 

 

2ος τρόπος 

Η 3 3x 3x 0 x 3x− + α = ⇔ − + = α   (Ι) 

Έστω 3f (x) x 3x= − + , x R∈ , Rα∈  

Θα µελετήσουµε την f  

2f (x) 3x 3′ = − +      2f (x) 0 x 1 x 1′ = ⇒ = ⇔ = ±  



 

 

 

• :ΤΜ  f (1) 2=  

• E :Τ f ( 1) 2− = −  

• 3

x x
lim f (x) lim ( x )
→+∞ →+∞

= − = −∞  

• 3

x x
lim f (x) lim ( x )
→−∞ →−∞

= − = +∞  

f (x) 6x′′ = −  

 
 

 

Η (Ι) ισοδυναµεί f (x) = α ⇔ µε πόσα είναι τα σηµεία τοµής της ψ = α  µε την fc . 

∆ιακρίνουµε περιπτώσεις 

• Αν 2α < −  η f (x) = α  έχει µία λύση 

• Αν 2α = −  η f (x) = α  έχει 2 λύσεις 

• Αν 2 2− < α <  η f (x) = α  έχει 3 λύσεις 

• Αν 2α =  η f (x) = α  έχει 2 λύσεις 

• Αν 2α >  η f (x) = α  έχει µία λύση 

 

3ος τρόπος 

Έστω 3f (x) x 3x= − +α , x R∈ , Rα∈  

2f (x) 3x 3′ = − ,   f (x) 0 x 1′ = ⇔ = ±  

 



 

 

Κατασκευάζουµε τον διπλανό 

πίνακα που δείχνει το πρόσηµο του 

f (1) , f ( 1)− , 
x
lim f (x)
→+∞

, 
x
lim f (x)
→−∞

για 

τις διάφορες τιµές του α.  

Παρατηρώντας µια συγκεκριµένη 

στήλη του, κάθε αλλαγή προσήµου, 

από πάνω προς τα κάτω, 

εξασφαλίζει µία ακριβώς ρίζα της 

f (x) 0=  στο αντίστοιχο διάστηµα. 

 

• Αν ( , 2)α∈ −∞ − έχουµε 1 1x (1, ) : f (x ) 0∈ +∞ =  

• Αν 2α = −  έχουµε 1x (1, )∈ +∞ , 2x 1= − , 1f (x ) 0= , 2f (x ) 0=  

• Αν ( 2,2)α∈ −  έχουµε 3 ρίζες µέσα σε κάθε διάστηµα, ( , 1)−∞ − , ( 1,1)− , 

(1, )+∞  

• Αν 2α =  έχουµε ρίζα το 1 (διπλή) και µία στο ( , 1)−∞ −  

• Αν (2, )α∈ +∞  έχουµε 1 ρίζα στο ( ,1)−∞  

 
 

ΘΕΜΑ ΙΙ 

Έστω z ένας µιγαδικός αριθµός που δεν είναι πραγµατικός ούτε φανταστικός. Να  

αποδείξετε για κάθε µιγαδικός W υπάρχουν µοναδικοί πραγµατικοί λ, µ τέτοιοι ώστε  

w .z .z= λ + µ= λ + µ= λ + µ= λ + µ  
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ ΣΤΟ ΘΕΜΑ 1 

Ύπαρξη: Έστω ότι υπάρχουν , Rλ µ∈ µε w z z= λ +µ   (Ι) 

Τότε : w z z= λ +µ  (ΙΙ) 

Οπότε έχουµε το σύστηµα 2 2× µε αγνώστους ,λ µ  

( )2
2z  z

D z z 0
z  z

= = − ≠  αφού ( )( ) ( )z z z z 0 z z  ή  z z− + = ⇔ = = − ⇔  

( )z R  ή  z I∈ ∈  άτοπο. Το σύστηµα έχει µιγαδική λύση µε 



 

 

( ) ( )2 2
2 2

w  z

w  zD zw zw

D z z z z

λ −
λ = = =

− −
 και 

( ) ( )2 2
2 2

z  w

D z  w zw zw

D z z z z

µ −
µ = = =

− −
 και  

( ) ( )2 2
2 2

zw zw zw zw
z z z z ... w

z z z z

− −
λ +µ = + = =

− −
 

Μοναδικότητα: Έστω ότι υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί ,′ ′λ µ :  

w z z′ ′= λ +µ .  

Τότε ( ) ( )z z z z z z 0′ ′ ′ ′λ + µ = λ +µ ⇔ λ−λ + µ −µ =  

Αν z x iy= + , 
*x, y R∈  η τελευταία γράφεται ισοδύναµα  

( ) ( ) ( )( )x iy x iy 0′ ′λ − λ + + µ −µ − = ⇔

( ) ( ) ( ) ( )x iy x iy 0′ ′ ′ ′λ − λ + λ −λ + µ −µ − µ −µ = ⇔

( ) ( )( )x iy 0 0i′ ′ ′ ′λ − λ +µ −µ + λ −λ − µ −µ = +

0 0

0 0

′ ′ ′ ′λ −λ +µ −µ = λ −λ = λ = λ  
⇔ ⇔  ′ ′ ′ ′ ′λ −λ −µ +µ = λ −λ −µ +µ = µ = µ  

 

ΘΕΜΑ 2 
Έστω οι µιγαδικοί αριθµοί z, w οι οποίοι είναι µη µηδενικοί και διαφορετικοί. Θεωρούµε τη 

συνάρτηση

x x

x x

2 z w
f (x)

z 2 w

+
=

+
, x R∈ . 

Α. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ( )0,1ρ∈  τέτοιο ώστε 
2010f ( ) 2 0ρ − ρ = . 

Β. Να βρείτε το 
x
lim f (x)
→+∞

 

Γ.  Να ελέγξετε την µονοτονία της f  

∆.  Να αποδείξετε ότι αν ο µιγαδικός 
z w

z w

+
κ =

−
 είναι φανταστικός τότε      η συνάρτηση f  

είναι σταθερή. 

Ε.   Αν 1κ = , να δείξετε ότι οι εικόνες των z, w και η αρχή των αξόνων σχηµατίζουν 

ορθογώνιο τρίγωνο και να βρεθεί το εµβαδόν του. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ ΣΤΟ ΠΡΟΗΓΟΥΜΕΝΟ ΘΕΜΑ  

Α) Θεωρούµε συνάρτηση 
2008

h(x) f (x) 2x= − , [ ]x 0,1∈  . 

• Η h είναι συνεχής ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων 
• h(0) f (0) 1 0= = >  

1 1
2 z w 3 w

h(1) f (1) 2 2 01 1 z 2 wz 2 w

+ −
= − = − = <

++
 

Άρα ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις θεωρήµατος Bolzano, οπότε υπάρχει  ( )0,1ρ ∈ : 

2008
h( ) 0 f ( ) 2ρ = ⇔ ρ = ρ . 



 

 

Β) Ο τύπος της f γίνεται ισοδύναµα: 

x
z

2 1
w

f (x) x
z

2
w

+

=

+

, θέτω 
z

0
w

= α >  οπότε 

x
2 1

f (x) x
2

α +
=

α +
. Γνωρίζουµε ότι 

,    1
x

lim   1 ,    1
x

  0 ,  0 1

+∞ α >

α = α =
→+∞

< α <






 

∆ιακρίνουµε περιπτώσεις: 

• Αν 1α >  :          

1x
2 x

lim f (x) lim 2
x x 2x

1 x

α +
α

= =
→+∞ →+∞

α +
α

 
  
 
  

 

• Αν 1α =  :          lim f (x) 1
x

=
→+∞

 

• Αν 0 1< α < :     
2.0 1 1

lim f (x)
x 0 2 2

+
= =

→+∞ +
 

Συνοψίζοντας τα παραπάνω 

2,    z w

lim f (x) 1 ,   z w
x

1
,   z w

2

>

= =
→+∞

<









 

Γ) 
( ) ( ) ( )( )

( )

x x x x
2 1 2 2 1 2

f (x) 2x
2

′ ′
α + α + − α + α +

′ = =

α +

 

( ) ( )
( )

x x x x
2 ln 2 2 1 ln

2x
2

α α α + − α + α α
=

α + ( )
x

3 ln
x

2

α α

α +
 

Αν 1α >  τότε ln 0α >  οπότε f (x) 0′ >  και άρα η f γνησίως αύξουσα. 

Αν 1α =  τότε ln 0α =  άρα f (x) 0′ =  και η f σταθερή. 

Αν 0 1< α <  τότε ln 0α < , έχουµε f (x) 0′ < και η f  γνησίως φθίνουσα. 

∆) Ο 0 2 Re( ) 0 Re( ) 0κ ∈ Ι ⇔ κ = −κ ⇔ κ + κ = ⇔ κ = ⇔ κ =  

Οπότε ( )( ) ( ) ( )z w z w
z w z w z w z w

z wz w

+ +
κ = −κ ⇔ = − ⇔ + − = − + ⇔

−−
 

( )zz zw wz ww zz zw wz ww− + − = − + − − ⇔

zz zw wz ww zz zw wz ww− + − = − − + + ⇔
2 2

2 z 2 w= ⇔ w z= ⇔  

z
1

w
= = α .   Άρα  

2 1 1
f (x) 1

1 2

⋅ +
= =

+
 

Ε) 1 z w z wκ = ⇔ + = − ⇔  

ΟΓ = ΑΒ , Α εικόνα του z , Β εικόνα του 
w . Το παραλληλόγραµµο ΟΑΓΒ έχει ίσες 
διαγώνιους άρα είναι ορθογώνιο.  

1 1
(OA)(OB) z w(OAB)

2 2
Ε = = τ.µ.  

ΘΕΜΑ 
∆ίνεται f : R R→ συνεχής και "1 1"− για την οποία ισχύει 



 

 

7 f (1)i
2 f (2)i

2 i

+
+ =

−
 

α) Να δείξετε ότι η f γνησίως µονότονη 

β) Να βρείτε το είδος της µονοτονίας της f  και να δείξετε ότι η 
1

f
−

 είναι γνησίως φθίνουσα. 

γ) Να λύσετε την ( )( )1 2
f f x 1 1 4

−
− − ≥  

δ) ∆είξτε ότι υπάρχει µοναδικό x R0 ∈ τέτοιο ώστε ( )2f x 7 00 − = . 

ΘΕΜΑ 
∆ίνεται f : R R→ συνεχής και "1 1"− για την οποία ισχύει 

7 f (1)i
2 f (2)i

2 i

+
+ =

−
 

α) Να δείξετε ότι η f γνησίως µονότονη 

β) Να βρείτε το είδος της µονοτονίας της f  και να δείξετε ότι η 
1

f
−

 είναι γνησίως φθίνουσα. 

γ) Να λύσετε την ( )( )1 2
f f x 1 1 4

−
− − ≥  

δ) ∆είξτε ότι υπάρχει µοναδικό x R0 ∈ τέτοιο ώστε ( )2f x 7 00 − = . 

ε) Αν 
2

f (x)dx 0
2

<∫
−

 να δείξετε ότι η Cf τέµνει τον x x′ σε ένα ακριβώς σηµείο, στο ( 2, 2)− .  
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ΘΕΜΑ 
∆ίνεται f : R R→ συνεχής και "1 1"− για την οποία ισχύει 

7 f (1)i
2 f (2)i

2 i

+
+ =

−
 

α) Να δείξετε ότι η f γνησίως µονότονη 

β) Να βρείτε το είδος της µονοτονίας της f  και να δείξετε ότι η 
1

f
−

 είναι γνησίως φθίνουσα. 

γ) Να λύσετε την ( )( )1 2
f f x 1 1 4

−
− − ≥  

δ) ∆είξτε ότι υπάρχει µοναδικό x R0 ∈ τέτοιο ώστε ( )2f x 7 00 − = . 

 

ε) Αν 
2

f (x)dx 0
2

<∫
−

 να δείξετε ότι η Cf τέµνει τον x x′ σε ένα ακριβώς σηµείο, στο ( 2, 2)− .  

ΛΥΣΗ 
α) Ας υποθέσουµε ότι η f δεν είναι γνησίως µονότονη, τότε θα υπάρχουν , , Rα β γ ∈ µε 

α < β < γ  για τα οποία θα ισχύει f ( ) f ( )α > β και f ( ) f ( )β < γ . Αν επιλέξουµε κ : 

{ }f ( ) min f ( ),f ( )β < κ < γ α τότε το ( )f ( ),f ( )κ ∈ β γ και από θεώρηµα ενδιάµεσων τιµών υπάρχει 

( )1x ,∈ β γ : 1f (x ) = κ . Το ( )f ( ),f ( )κ ∈ β α , οπότε πάλι από θεώρηµα ενδιάµεσων τιµών υπάρχει 

( )2x ,∈ α β µε 2f (x ) = κ . Τότε έχουµε 1 2x x≠ και 1 2f (x ) f (x )= = κ  δηλαδή η f δεν είναι 

"1 1"− , άτοπο ως προς την υπόθεση. 

β) [ ]2 f (2)i 2 i 7 f (1)i + − = +  ⇔ 4 2i 2f (2)i f (2) 7 f (1)i− + + = + ⇔

( )4 f (2) 2f (2) 2 i 7 f (1)i+ + − = +  

Από ισότητα µιγαδικών: 4 f (2) 7+ =  και 2f (2) 2 f (1)− =  οπότε f (2) 3=  και f (1) 4= . 

Επειδή η f είναι γνησίως µονότονη, θα είναι γνησίως φθίνουσα. Η f ως γνησίως φθίνουσα είναι 

"1 1"−  οπότε  υπάρχει η 
1

f
−

. Θα δείξουµε ότι και η 
1

f
−

είναι γνησίως φθίνουσα. Ας  

υποθέσουµε ότι δεν ισχύει αυτό. Έστω 1 2x , x Df∈ µε 1 2x x<  τότε 1 2f (x ) f (x )> µε εφαρµογή 

της 
1

f
−

 θα έχουµε: ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 1 2
1 1 1 1

f f (x ) f f (x ) f of x f of x
− − − −≤ ⇒ ≤ ⇒  



 

 

1 2x x≤  άτοπο. Άρα η 
1

f
−

 γνησίως φθίνουσα. 

γ) Είναι ( )1 2f f x 1 1 f (1)
 − − − ≥ ⇔ 
  ( )1 2

f x 1 1 1
−

− − ≤ ⇔ ( )1 2 1
f x 1 2 f (3)
− −

− ≤ = ⇔  

2 2
x 1 3 x 4 x 2− ≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥ ⇔ ( )x 2 ή x 2≥ ≤− . 

δ) 0 0
7

2f (x ) 7 0 f (x )
2

− = ⇔ = . Όµως 
7

2 3
2

< <  και η f συνεχής στο R . Από θεώρηµα 

ενδιάµεσων τιµών, υπάρχει 0x R∈ : 0
7

f (x )
2

=  

ε) Έχουµε 
2

2

f (x)dx 0
−

<∫ , τότε η f θα παίρνει τουλάχιστον µία αρνητική τιµή στο [ ]2,2− . ∆ηλαδή 

θα υπάρχει [ )2,2α ∈ − : f ( ) 0α < . Στο [ ],2α  η f είναι συνεχής, f ( )f (2) 0α <  άρα 

ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις θεωρήµατος Bolzano, οπότε, υπάρχει ( ),2 : f ( ) 0γ ∈ α γ = . 

Επειδή η f γνησίως φθίνουσα το γ µοναδικό. Άρα η Cf τέµνει τον x x′  ακριβώς σε ένα σηµείο.  

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΟ ΘΕΜΑ ΤΟΥ ΟΠΟΙΟΥ Η ΛΥΣΗ ΘΑ ∆ΗΜΟΣΙΕΥΘΕΙ 

Έστω v N∈ και η συνάρτηση 
3

f (x) x 75x 25= − + 2 

Α) Να βρεθούν τα ακρότατα της f  

Β) Θεωρούµε τη συνάρτηση 
f (v)

h(x) x= , v N∈  

     α) Να µελετηθεί η h ως προς τη µονοτονία. 
     β) Να δείξετε ότι η h είναι κυρτή. 

     γ) Να βρεθεί ο 
*

v N∈ , ώστε 
2

h(v) v=  

     δ) Να δείξετε ότι 
h (v)

Z
v 6

′′′
∈

−
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ΘΕΜΑ 

Έστω v N∈ και η συνάρτηση 
3

f (x) x 75x 252= − +  

Α) Να βρεθούν τα ακρότατα της f  

Β) Θεωρούµε τη συνάρτηση 
f (v)

h(x) x= , v N∈  

     α) Να µελετηθεί η h ως προς τη µονοτονία. 
     β) Να δείξετε ότι η h είναι κυρτή. 

     γ) Να βρεθεί ο 
*

v N∈ , ώστε 
2

h(v) v=  

     δ) Να δείξετε ότι 
h (v)

Z
v 6

′′′
∈

−
 

ΛΥΣΗ 

Α) Είναι 
2

f (x) 3x 75′ = − . Έστω 
2

f (x) 0 3x 75 0′ = ⇔ − =
2

x 25 0⇔ − = x 5⇔ = ±  

2 2
f (x) 0 x 25 0 x 25′ > ⇔ − > ⇔ > ⇔ x 5> ( )x 5  ή  x 5⇔ > <−  

2 2
f (x) 0 x 25 0 x 25 x 5 5 x 5′ < ⇔ − < ⇔ < ⇔ < ⇔ − < <  

Τα παραπάνω φαίνονται στον πίνακα µονοτονίας. 

 

 
 
f ( 5) 502− =  

f (5) 2=  

Β) α)  Έχουµε
f (v)

h(x) x= , v N∈  δηλαδή 
3v 75v 252h(x) x − += .  

Τότε  ( ) 33 v 75v 251
h (x) v 75v 252 x

− +′ = − + . Στο [0, )+∞  η f είναι θετική, άρα 



 

 

3
f (v) 0 v 75v 252 0> ⇔ − + > .  Επίσης, ( )3 2v 75v 251 v v 75 251− + = − +  

Θα ελέγξουµε αν ο παραπάνω αριθµός είναι άρτιος ή περιττός. 

• Αν ν άρτιος τότε 
2

v  άρτιος, οπότε 
2

v 75− περιττός και άρα ( )2
v v 75−  άρτιος. 

Ο ( )2
v v 75 251− + περιττός ως άθροισµα άρτιου µε περιττό. 

• Αν ν περιττός τότε 
2

v 75− άρτιος οπότε ( )2
v v 75− άρτιος και τελικά 

( )2
v v 75 251− + περιττός. Εποµένως, ο 

3
v 75v 251− + είναι περιττός φυσικός. 

Το πρόσηµο της 
33 v 75v 251

h (x) (v 75v 252)x
− +′ = − +  εξαρτάται µόνο από το x . 

Αν x 0> έχουµε h (x) 0′ > , αν x 0< έχουµε h (x) 0′ < . 

Η h γνησίως αύξουσα στο [0, )+∞  και γνησίως φθίνουσα στο  ( , 0]−∞ . 

β) 
33 3 v 75v 250

h (x) (v 75v 252)(v 75v 251)x
− +′′ = − + − +  

Ο αριθµός 
3 3

(v 75v 252)(v 75v 251) 0− + − + > και άρτιος (γινόµενο δύο διαδοχικών ακεραίων), 

ενώ ο 
3

v 75v 250− + είναι άρτιος άρα h (x) 0′′ ≥ οπότε η h είναι κυρτή στο R . 

γ) 
2

h(v) v=
f (v) 2

v v⇔ = , v N∈ . 

Αν v 1= ισχύει 
Αν v 1>  τότε f (v) 2 v 5= ⇔ = , διότι το 2 είναι ακρότατο της f  και είναι µοναδικό. 

δ) 
33 3 3 v 75v 249

h (x) (v 75v 252)(v 75v 251)(v 75v 250)x
− +′′′ = − + − + − +  

Ο αριθµός 
3 3 3

(v 75v 252)(v 75v 251)(v 75v 250)− + − + − +  είναι άρτιος και είναι πολλαπλάσιο 
του 3, αφού είναι γινόµενο 3 διαδοχικών ακεραίων, άρα πολλαπλάσιο του 6. 

3
3v 75v 249

v 75v 249h (v) (v 6) (v)v
(v)v

v 6 v 6

− +
− +′′′ − π

= = π
− −

  

όπου (v)π δευτεροβάθµιο πολυώνυµο του ν. 
ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΟ ΘΕΜΑ ΤΟΥ ΟΠΟΙΟΥ Η ΛΥΣΗ ΘΑ ∆ΗΜΟΣΙΕΥΘΕΙ 

Α. ∆ίνεται z : ( )z 4 i= κ + − −κ , Rκ ∈  µε 4 0− ≤ κ ≤ και w µιγαδικός µε
2010 3 4i

w
4 3i
+

=
−

 να 

βρεθούν οι γεωµετρικοί τόποι που ανήκουν οι εικόνες των z  και w . 

Β. Έστω C1ο γεωµετρικός τόπος της  εικόνας του z  και C2 ο γεωµετρικός τόπος που ανήκει η 

εικόνα του w . Θεωρούµε 0 0 0z x iy= +  που ανήκει στην C1και φέρνουµε εφαπτόµενα τµήµατα 

στον C2 . Να βρεθεί η εικόνα του 0z , ώστε η απόσταση του O(0, 0)από την ευθεία που διέρχεται 

από τα σηµεία επαφής να είναι µέγιστη. Ποια είναι τότε η απόσταση και ποια η εξίσωση της 
χορδής που δηµιουργείται; 
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ΘΕΜΑ 

Α. ∆ίνεται z : ( )z 4 i= κ + − −κ , Rκ ∈  µε 4 0− ≤ κ ≤ και w µιγαδικός µε
2010 3 4i

w
4 3i
+

=
−

 να 

βρεθούν οι γεωµετρικοί τόποι που ανήκουν οι εικόνες των z  και w . 

Β. Έστω C1ο γεωµετρικός τόπος της  εικόνας του z  και C2 ο γεωµετρικός τόπος που ανήκει η 

εικόνα του w . Θεωρούµε 0 0 0z x iy= +  που ανήκει στην C1και φέρνουµε εφαπτόµενα τµήµατα 

στον C2 . Να βρεθεί η εικόνα του 0z , ώστε η απόσταση του O(0, 0)από την ευθεία που διέρχεται 

από τα σηµεία επαφής να είναι µέγιστη. Ποια είναι τότε η απόσταση και ποια η εξίσωση της 
χορδής που δηµιουργείται; 
ΛΥΣΗ 
Α. Έστω z x iy= + . Τότε x = κ  και y 4= − − κ , Rκ ∈ . Με πρόσθεση x y 4+ = − . Έχουµε 

0 4 0 x 4≥ κ ≥ − ⇔ ≥ ≥ − . Ακόµα 0 4 y 0 y 4κ ≤ ⇔ − − ≤ ⇔ ≥ − . 



 

 

Ο γεωµετρικός τόπος του z  είναι το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ µε A( 4, 0)− , B(0, 4)− , το οποίο 

ανήκει στην ευθεία x y 4+ = − . 

Για τον w : 

( )

2 2
2010

22

3 4i3 4i 3 4
w 1

4 3i 4 3i 4 3

++ +
= = = =

− − + −

 

άρα 
2010

w 1 w 1= ⇔ =  

Οι εικόνες του w ανήκουν στον µοναδιαίο κύκλο 
2 2

x y 1+ = . 

Η ευθεία Γ∆ είναι πολική του ( )0 0x ,y ως προς τον 

κύκλο 
2 2

x y 1+ = , οπότε η εξίσωση της είναι 

0 0 0 0
xx yy 1 xx y y 1 0+ = ⇔ + − =  

( ) 0 0

2 2
0 0

x 0 y 0 1
d 0,

x y

⋅ + ⋅ −
ε =

+
( )

2 2
0 0

1
d 0,

x y
⇔ ε =

+

( )22
0 0

1

x 4 x
=

+ − −
, 4 x 0− ≤ ≤  

Θέλουµε αυτή η απόσταση να είναι µέγιστη. 

Θεωρούµε τη συνάρτηση 
( )22

1
d(x)

x 4 x
=

+ − −
 

4 x 0− ≤ ≤  
 

 

( )

( )

( )

( ) ( )

22

22 2 22 2

x 4 x
2x 2 4 x ( 1)

d (x)
x 4 x x 4 x 2 x 4 x

′ 
− + − −  − + − − −    ′ = = =

   + − − + − − + − −      

 

=
[ ]

( ) ( )2 22 2

2x 8 2x

2 x 4 x x 4 x

+ +
− =

 + − − + − −  
( ) ( )2 22 2

4x 8

2 x 4 x x 4 x

− −

 + − − + − −  

 

d (x) 0 4x 8 0 4x 8 x 2′ = ⇔ − − = ⇔ − = ⇔ = −  

 

d (x) 0 x 2′ > ⇔ < −  

d (x) 0 x 2′ < ⇔ > −  

Άρα στο 2−  παρουσιάζει µέγιστο το 

1 1 8
d( 2)

84 4 8
− = = =

+
  

Τότε y 4 ( 2) y 2= − − − ⇒ = − ,  
0

z 2 2i= − −  

Η εξίσωση της χορδής Γ∆: 
0 0

xx yy 1+ = x( 2) y( 2) 1⇔ − + − = ⇔
1

x y
2

+ = −  

 
ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΟ ΘΕΜΑ ΤΟΥ ΟΠΟΙΟΥ Η ΛΥΣΗ ΘΑ ∆ΗΜΟΣΙΕΥΘΕΙ 
α) Έστω [ ]f : , Rα β → δύο φορές παραγωγίσιµη συνάρτηση µε f ( ) f ( ) 0α = β = και 

3
f (x) f (x)′ =  για κάθε x R∈ . ∆είξτε ότι η f  είναι η σταθερή 0. 

β) Έστω f : R R→ δύο φορές παραγωγίσιµη µε f (x) 0≥ και f (x) 0′′ ≤ για κάθε x στο R . 

∆είξτε ότι η f  είναι σταθερή. 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 
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ΘΕΜΑ 
α) Έστω [ ]f : , Rα β → δύο φορές παραγωγίσιµη συνάρτηση µε f ( ) f ( ) 0α = β = και 

3
f (x) f (x)′ =  για κάθε x R∈ . ∆είξτε ότι η f  είναι η σταθερή 0. 

β) Έστω f : R R→ δύο φορές παραγωγίσιµη µε f (x) 0≥ και f (x) 0′′ ≤ για κάθε x στο R . 

∆είξτε ότι η f  είναι σταθερή. 
ΛΥΣΗ 



 

 

α) Επειδή η f είναι συνεχής [ ],α β , θα έχει ολικά ακρότατα. ∆ηλαδή θα υπάρχουν xε , xµ  στο 

[ ],α β .      ( ) ( ) ( )f x f x f x µ≤ ≤ε  για κάθε [ ]x ,∈ α β . 

• Αν το xε είναι άκρο διαστήµατος, τότε από υπόθεση ( )f x 0=ε . 

• Αν το xε είναι εσωτερικό σηµείο του ( ),α β τότε από θεώρηµα Fermat θα είναι ( )f x 0′ =ε . 

Αλλά ( ) ( ) ( )3
f x f x 0 f x 0′ = = ⇒ =ε ε ε . 

Οµοίως καταλήγουµε ( )f x 0=µ . 

Άρα ( ) ( ) ( ) ( )f x f x f x 0 f x 0≤ ≤ ⇔ ≤ ≤µε  οπότε ( )f x 0= . 

β) Θα δείξουµε f (x) 0′ = , για κάθε x στο R . Επειδή f (x) 0′′ ≤  στο R έπεται ότι η f ′ είναι 
φθίνουσα. 

Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει ένα  
0

x R∈ : 
0

f (x ) 0′ ≠  τότε 
0

f (x ) 0′ >  ή 
0

f (x ) 0′ < . 

• Έστω 
0

f (x ) 0′ > . Στο διάστηµα 0x,x    η f είναι συνεχής και παραγωγίσιµη, οπότε ικανοποιεί 

το Θεώρηµα Μέσης Τιµής, υπάρχει ( )0x,xξ ∈ :  

0
0 0

0

f (x ) f (x)
f ( ) f ( )(x x) f (x ) f (x)

x x
−

′ ′ξ = ⇒ ξ − = −
−

  (1)  

Το 
0

xξ <
0

f ( ) f (x )′ ′⇒ ξ > ⇒  
 

⇒ 0 00
f ( )(x x) f (x )(x x)′ ′ξ − ≥ − ⇒ 00 0

f (x ) f (x) f (x )(x x)′− ≥ − ⇒  

⇒ 00 0
f (x) f (x ) f (x )(x x)′≤ − − ⇒ ( )0 0

f (x) f (x ) f (x ) x x 0′≤ + −   (2) 

Παίρνοντας όριο το x να τείνει στο −∞  

x
lim f (x)
→−∞

≤ −∞  
x

lim f (x)
→−∞

⇒ = −∞  

Τότε υπάρχει 1x  «κοντά» στο −∞ τέτοιο ώστε 1f (x ) 0′ < , το οποίο αντιβαίνει στην υπόθεση 

f (x) 0≥ . 

• Έστω  
0

f (x ) 0′ < . Στο 0x ,x    η  f ικανοποιεί το Θεώρηµα Μέσης Τιµής και υπάρχει  

( )0x ,xξ ∈ : 
0 0

f (x) f (x ) f ( )(x x )′− = ξ −  

x0ξ >
0 0 0 0

f ( ) f (x ) f ( )(x x ) f (x )(x x )′ ′ ′ ′⇒ ξ ≤ ⇒ ξ − ≤ − ⇒   

0 0 0
f (x) f (x ) f (x )(x x )′− ≤ − ⇒

0 0 0
f (x) f (x ) f (x )(x x )′≤ + −  

Παίρνοντας όριο το  x να τείνει στο +∞  

( )
x x

0 0 0lim f (x) lim f (x f (x x x) )
→+∞ →+∞

 ′≤ + − = −∞    άρα 
x
lim f (x)
→+∞

= −∞ . 

Υπάρχει 
2

x  κοντά στο +∞  τέτοιο ώστε
2

f (x ) 0< , το οποίο συµβαίνει πάλι στην 

υπόθεση f (x) 0≥ . Άρα δεν ισχύει η άρνηση που κάναµε, οπότε  f (x) 0′ = για όλα τα x. 
Εποµένως η f σταθερή.  

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΟ ΘΕΜΑ ΤΟΥ ΟΠΟΙΟΥ Η ΛΥΣΗ ΘΑ ∆ΗΜΟΣΙΕΥΘΕΙ  

Α. Αν f δύο φορές παραγωγίσιµη µε f (x) 0′′ ≥ να δείξετε ότι 
f ( ) f ( )

f
22

α + βα+β 
≤ 

 
 για κάθε 

, Rα β ∈ . Ανισότητα Jensens 

B. Αν x, y  θετικοί αριθµοί µε 
2 2

x y 1+ = , τότε να βρείτε την ελάχιστη τιµή  της παράστασης 

3 3y x
A

xy
+

=  

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 
Επιλεγµένα θέµατα για υποψήφιους Γ΄ τάξης Ενιαίου Λυκείου 

ΘΕΜΑ 

Α. Αν f δύο φορές παραγωγίσιµη µε f (x) 0′′ ≥ να δείξετε ότι 
f ( ) f ( )

f
22

α + βα+β 
≤ 

 
 για κάθε 

, Rα β ∈ . Ανισότητα Jensen’s 



 

 

B. Αν x, y  θετικοί αριθµοί µε 
2 2

x y 1+ = , τότε να βρείτε την ελάχιστη τιµή  της παράστασης 

3 3y x
A

xy
+

=  

ΛΥΣΗ 
Α.  Αν α = β ισχύει ως ισότητα. 

Έστω α < β . Η αρχική γράφεται 2f f ( ) f ( )
2

α+β 
≤ α + β ⇔ 

 
 

f f ( ) f ( ) f
2 2

α+β α+β   
− α ≤ β − ⇔   

   
 

f f ( ) f ( ) f
2 2

2 2

α+β α+β   − α β −   
   ≤α+β α+β

−α β−
      (Ι) 

Για την f  ισχύει το Θ.Μ.Τ. στα διαστήµατα ,
2

α+β 
α  

, ,
2

α+β 
β  

.  

Υπάρχουν ,1 2
α+β 

ξ ∈ α 
 

 και ,2 2
α+β 

ξ ∈ β 
 

 τέτοια ώστε 

f f ( )
2

f ( )1

2

α + β
− α

′ ξ =
α + β

− α

 
 
 

 και 

f ( ) f
2

f ( )2

2

α + β
β −

′ ξ =
α + β

β −

 
 
 

 

Η f R′ ↑ άρα f ( ) f ( )1 2 1 2
′ ′ξ < ξ ⇒ ξ < ξ  

f f ( ) f ( ) f
2 2

2 2

α+β α+β   − α β −   
   <α+β α+β

−α β−
 δηλαδή η (Ι) 

Άρα 
f ( ) f ( )

f
22

α + βα+β 
≤ 

 
για κάθε , Rα β ∈ . 

Αν α > β , οµοίως. 

Β. 
3 3 2 2x y x y

1
xy xy y x

+ Α = + = +  

Άρα 
2 21 x 1 y

A
x y

− −
= +  µε x, y (0,1)∈  

Θεωρώ 
1 t

f (t)
t

−
= , ( )t 0,1∈  

Η 
1/ 2 1/ 2

f (t) t t
−

= −  έχει  

3/ 2 1/ 21 1
f (t) t t

2 2
− −′ = − − ⇒

5/ 2 3/ 23 1
f (t) t t 0

4 4
− −′′ = + >  

άρα η f  κυρτή στο ( )0,1 οπότε από (i) ισχύει 
( ) ( )2 2

2 2f x f y
x y

f
2 2

+  + ≥ ⇒ 
 

 

2 21 x 1 y
x y 1

f
2 2

− −
+

 
≥  

 
⇒

1 1
1 11 2 2A 2f A 2 A 2 2 2

1 1 22
2 2

−
 

≥ ⇒ ≥ ⋅ ⇒ ≥ ⋅ = ⋅ = 
 

 

Το ίσον ισχύει x y 0= = κ > τότε 
2

2 1κ =  



 

 

1 1 22
2 22

κ = ⇒ κ = = . 

Άρα 
2

x y
2

= =   

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ ΤΩΝ ΟΠΟΙΩΝ ΟΙ  ΛΥΣΕΙΣ ΘΑ ∆ΗΜΟΣΙΕΥΘΟΥΝ 
ΘΕΜΑ Ι 

1. Να βρεθεί η σχετική θέση των  γραφικών παραστάσεων των 
e

g(x) ln x= , 
1

h(x)
x

= −  

2. Να βρεθούν οι πιθανοί τύποι της f  στο ( )0,+∞  όταν 
2

f (x) ex ln x 2f (x), x 0= − >  

ΘΕΜΑ ΙΙ 

Να βρεθεί 
( )21
f (x) 1

lim
x e ln x 1

−
−

→ −
 αν 

x
f (x) ln x e= +  

 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

Επιλεγµένα θέµατα για υποψήφιους Γ΄ τάξης Ενιαίου Λυκείου 
ΘΕΜΑ Ι 

3. Να βρεθεί η σχετική θέση των  γραφικών παραστάσεων των 
e

g(x) ln x= , 
1

h(x)
x

= −  

4. Να βρεθούν οι πιθανοί τύποι της f  στο ( )0,+∞  όταν 
2

f (x) ex ln x 2f (x), x 0= − >  

ΛΥΣΗ 

a. Για την σχετική θέση των 
e

g(x) ln x= και 
1

h(x)
x

= −  βρίσκω το πρόσηµο της 

διαφοράς
1

(x) g(x) h(x) e ln x , x 0
x

φ = − = + >  

2
e 1 ex 1

(x) 2x x x

−
′φ = − =  

Αν 
1

x
e

> ⇔ η (x) 0′φ >  άρα η 
1
,

e
 

φ ↑ +∞ 
 

Αν 
1

x
e

< ⇔ η (x) 0′φ <  άρα η 
1

0,
e

 
φ ↓   

 

 

 
 
 

( ) 11
e ln e e 0

e
−

φ = + =  

Οπότε (x) (0) (x) 0φ ≥ φ ⇔ φ ≥  

Άρα η Cg  είναι πάνω από την Ch .  

b. 
2

f (x) ex ln x 2f (x)= − ⇔
2

f (x) 2f (x) ex ln x+ = ⇔  

2
f (x) 2f (x) 1 ex ln x 1+ + = + ⇔ ( )2f (x) 1 x (x)+ = φ  για x 0> . 

Από (1) η (x) 0φ ≥  και συνεχής. Επίσης έχει ένα σηµείο µηδενισµού. Άρα: 

f (x) 1 x (x)+ = φ  

Οι πιθανοί τύποι που προκύπτουν από την τελευταία σχέση είναι: 

α) f (x) 1 x (x)+ = ⋅φ , x 0>  

β) f (x) 1 x (x)+ = − ⋅φ , x 0>  



 

 

γ) 

1
x (x)    , x

ef (x) 1
1

x (x)  ,0 x
e


⋅φ ≥

+ = 
− ⋅φ < <


 

δ) 

1
x (x)    , x

ef (x) 1
1

x (x)  ,0 x
e


− ⋅φ ≥

+ = 
 ⋅φ < <


 

Από τις τελευταίες βρίσκουµε την f . 
ΘΕΜΑ ΙΙ 

Να βρεθεί 
( )21
f (x) 1

lim
x e ln x 1

−
−

→ −
 αν 

x
f (x) ln x e= +  

ΛΥΣΗ 

Θέτουµε 
1

f (x) y
−

= x f (y)⇔ =  

Αν x e→  τότε 
1

y f (e) 1
−

→ =  διότι f (1) e=  . Οπότε: 

( )
x e y 1

21 2f (x) 1 y 1
lim lim

ln x 1 ln f (y) 1→ →

−
− −

=
− −

 

( )
y 1 y 1 y 1

y

y

2y ln y e2y 2yf (y) 2e
lim lim lim

f (y) 1 e1f (y)
ef (y)

y

→ → →

+
= = =′ +′

+

 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ ΤΩΝ ΟΠΟΙΩΝ ΟΙ  ΛΥΣΕΙΣ ΘΑ ∆ΗΜΟΣΙΕΥΘΟΥΝ 
ΘΕΜΑ Ι 
Έστω f , g : [ ], Rα β → συνεχείς συναρτήσεις, παραγωγίσιµες στο ( ),α β . ∆είξτε ότι: 

α) Υπάρχει ( ),ξ ∈ α β µε f ( ) f ( ) ( )f ( )′ξ − α = β − ξ ξ  

β) Υπάρχει ( ),ξ ∈ α β  µε g( ) g( ) ( )g ( )′β − ξ = ξ − α ξ  

γ) Αν g (x) 0′ ≠  για κάθε x στο ( ),α β , τότε υπάρχει ( ),ξ ∈ α β  µε 
f ( ) f ( ) f ( )
g( ) g( ) g ( )

′ξ − α ξ
=

′β − ξ ξ
 

ΘΕΜΑ ΙΙ 
Έστω f  συνεχής στο [ ],α β και παραγωγίσιµη στο ( ),α β . Υποθέτουµε επίσης ότι για κάθε ( )x ,∈ α β ισχύει 

f ( ) f ( )
f (x)

β − α
′ ≤

β−α
. Να αποδείξετε ότι: 

f ( ) f ( )
f (x) (x ) f ( )

β − α
= − α + α

β−α
 

 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

Επιλεγµένα θέµατα για υποψήφιους Γ΄ τάξης Ενιαίου Λυκείου 
ΘΕΜΑ Ι 
Έστω f , g : [ ], Rα β → συνεχείς συναρτήσεις, παραγωγίσιµες στο ( ),α β . ∆είξτε ότι: 

α) Υπάρχει ( ),ξ ∈ α β µε f ( ) f ( ) ( )f ( )′ξ − α = β − ξ ξ  

β) Υπάρχει ( ),ξ ∈ α β  µε g( ) g( ) ( )g ( )′β − ξ = ξ − α ξ  

γ) Αν g (x) 0′ ≠  για κάθε x στο ( ),α β , τότε υπάρχει ( ),ξ ∈ α β  µε 
f ( ) f ( ) f ( )
g( ) g( ) g ( )

′ξ − α ξ
=

′β − ξ ξ
 

ΛΥΣΗ 

α) Έστω ( ) ( )h(x) f (x) f ( ) x= − α β − , [ ]x ,∈ α β , η οποία είναι συνεχής στο [ ],α β  και 

παραγωγίσιµη στο ( ),α β µε h( ) h( ) 0α = β = . Από Θεώρηµα Rolle, υπάρχει ( ),ξ ∈ α β µε 

h ( ) 0′ ξ =  που σηµαίνει ( )( ) ( )f ( ) 0 f ( ) f ( ) 0′ ξ − β − ξ − ξ − α =  άρα 

 ( )f ( ) f ( ) f ( )′ ξ β − ξ = ξ − α . 

β)  Θεωρούµε συνάρτηση ( ) ( )h(x) g( ) g(x) x= β − − α , [ ]x ,∈ α β  



 

 

Πάλι η h ικανοποιεί το Θεώρηµα Rolle, 

Υπάρχει ( ),ξ ∈ α β : h ( ) 0′ ξ = ( ) g ( ) g( ) g( )′⇔ ξ−α ξ = β − ξ  

γ) Θεωρούµε συνάρτηση ( ) ( )h(x) f (x) f ( ) g( ) g(x)= − α β − , [ ]x ,∈ α β  για την οποία 

h( ) h( ) 0α = β = . 

Η h  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήµατος Rolle, οπότε υπάρχει ( ),ξ ∈ α β , τέτοιο ώστε: 

( ) ( )f ( ) g( ) g( ) f ( ) f ( ) g ( ) 0′ ′ξ β − ξ − ξ − α − ξ = ⇔  

f ( ) f ( ) f ( )
g( ) g( ) g ( )

′ξ − α ξ
=

′β − ξ ξ
    (Ι) 

Το g ( ) 0′ ξ ≠ και g( ) g( ) 0β − ξ ≠ . ∆ιότι 

• Αν g ( ) 0′ ξ = θα είχαµε αντίφαση ως προς την υπόθεση 

• Αν g( ) g( ) 0β − ξ = , τότε η g στο [ ],ξ β  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θεωρήµατος 

Μέσης Τιµής και θα υπάρχει ( )
0

x ,∈ ξ β : ( ) ( )0 0
g( ) g( )

g x 0 g x 0
β − ξ

′ ′= = ⇒ =
β−ξ

  Άτοπο 

Άρα ισχύει η (Ι). 
ΘΕΜΑ ΙΙ 
Έστω f  συνεχής στο [ ],α β και παραγωγίσιµη στο ( ),α β . Υποθέτουµε επίσης ότι για κάθε 

( )x ,∈ α β ισχύει 
f ( ) f ( )

f (x)
β − α

′ ≤
β−α

. Να αποδείξετε ότι: 

f ( ) f ( )
f (x) (x ) f ( )

β − α
= − α + α

β−α
 

ΛΥΣΗ 
Η συνάρτηση f είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο [ ],xα , άρα από το Θεώρηµα Μέσης Τιµής 

υπάρχει ( )
1

x ,x∈ α : 
1

f (x) f ( )
f (x )

x
− α

′ =
−α

 

Όµως ισχύει 
f ( ) f ( )

f (x)
β − α

′ ≤
β−α

, για κάθε ( )x ,∈ α β  άρα 

1
f ( ) f ( ) f (x) f ( ) f ( ) f ( )

f (x )
x

β − α − α β − α
′ ≤ ⇒ ≤

β−α −α β−α
 ⇒  

( ) f ( ) f ( )
f (x) f ( ) x

β − α
≤ α + − α

β−α
    (1) 

Εφαρµόζουµε τώρα το Θεώρηµα Μέσης Τιµής για την f  στο [ ]x,β . Υπάρχει  ( )
2

x x,∈ β : 

2
f ( ) f (x)

f (x )
x

β −
′ ≤

β−
. Έχουµε διαδοχικά: 

2
f ( ) f ( ) f ( ) f (x) f ( ) f ( )

f (x )
x

β − α β − β − α
′ ≤ ⇔ ≤ ⇔

β−α β− β−α
 

( ) f ( ) f ( )
f ( ) f (x) x

β − α
β − ≤ β − ⇔

β−α
( ) f ( ) f ( )

f (x) f ( ) x
β − α

≥ β − β − ⇔
β−α

 

( ) f ( ) f ( )
f (x) f ( ) x

β − α
≥ β + − β ⇔

β−α
( ) f ( ) f ( )

f (x) f ( ) x
β − α

≥ β + − α − β − α ⇔
β−α

    

( ) f ( ) f ( )
f (x) f ( ) x f ( ) f ( )

β − α
 ≥ β + −α − β − α β−α

⇔  

( ) f ( ) f ( )
f (x) f ( ) x

β − α
≥ α + −α

β−α
   (2) 

Από (1), (2) έχουµε: ( ) f ( ) f ( )
f (x) f ( ) x

β − α
= α + −α

β−α
 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ ΤΩΝ ΟΠΟΙΩΝ ΟΙ  ΛΥΣΕΙΣ ΘΑ ∆ΗΜΟΣΙΕΥΘΟΥΝ 
ΘΕΜΑ 

∆ίνεται f κυρτή στο R µε f (0) 0′ = , f (0) 1=  και 
1

g(x) tf (t x)dt
0

= ⋅∫ . 

α) Να δείξετε ότι η g συνεχής στο R. 

β) Να δείξετε ότι η g παραγωγίσιµη και να βρείτε τη µονοτονία της και τα ακρότατα 



 

 

γ) Να βρείτε την εξίσωση εφαπτοµένης της Cg  στο x 00 = . 

δ) Να δείξετε ότι 
1

2tf (t x)dx 1
0

⋅ ≥∫  
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ΘΕΜΑ Ι 
Έστω f , g : [ ], Rα β → συνεχείς συναρτήσεις, παραγωγίσιµες στο ( ),α β . ∆είξτε ότι: 

α) Υπάρχει ( ),ξ ∈ α β µε f ( ) f ( ) ( )f ( )′ξ − α = β − ξ ξ  

β) Υπάρχει ( ),ξ ∈ α β  µε g( ) g( ) ( )g ( )′β − ξ = ξ − α ξ  

γ) Αν g (x) 0′ ≠  για κάθε x στο ( ),α β , τότε υπάρχει ( ),ξ ∈ α β  µε 
f ( ) f ( ) f ( )
g( ) g( ) g ( )

′ξ − α ξ
=

′β − ξ ξ
 

ΛΥΣΗ 

α) Έστω ( ) ( )h(x) f (x) f ( ) x= − α β − , [ ]x ,∈ α β , η οποία είναι συνεχής στο [ ],α β  και 

παραγωγίσιµη στο ( ),α β µε h( ) h( ) 0α = β = . Από Θεώρηµα Rolle, υπάρχει ( ),ξ ∈ α β µε 

h ( ) 0′ ξ =  που σηµαίνει ( )( ) ( )f ( ) 0 f ( ) f ( ) 0′ ξ − β − ξ − ξ − α =  άρα 

 ( )f ( ) f ( ) f ( )′ ξ β − ξ = ξ − α . 

β)  Θεωρούµε συνάρτηση ( ) ( )h(x) g( ) g(x) x= β − − α , [ ]x ,∈ α β  

Πάλι η h ικανοποιεί το Θεώρηµα Rolle, 

Υπάρχει ( ),ξ ∈ α β : h ( ) 0′ ξ = ( ) g ( ) g( ) g( )′⇔ ξ−α ξ = β − ξ  

γ) Θεωρούµε συνάρτηση ( ) ( )h(x) f (x) f ( ) g( ) g(x)= − α β − , [ ]x ,∈ α β  για την οποία 

h( ) h( ) 0α = β = . 

Η h  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήµατος Rolle, οπότε υπάρχει ( ),ξ ∈ α β , τέτοιο ώστε: 

( ) ( )f ( ) g( ) g( ) f ( ) f ( ) g ( ) 0′ ′ξ β − ξ − ξ − α − ξ = ⇔  

f ( ) f ( ) f ( )
g( ) g( ) g ( )

′ξ − α ξ
=

′β − ξ ξ
    (Ι) 

Το g ( ) 0′ ξ ≠ και g( ) g( ) 0β − ξ ≠ . ∆ιότι 

• Αν g ( ) 0′ ξ = θα είχαµε αντίφαση ως προς την υπόθεση 

• Αν g( ) g( ) 0β − ξ = , τότε η g στο [ ],ξ β  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θεωρήµατος 

Μέσης Τιµής και θα υπάρχει ( )
0

x ,∈ ξ β : ( ) ( )0 0
g( ) g( )

g x 0 g x 0
β − ξ

′ ′= = ⇒ =
β−ξ

  Άτοπο 

Άρα ισχύει η (Ι). 
ΘΕΜΑ ΙΙ 
Έστω f  συνεχής στο [ ],α β και παραγωγίσιµη στο ( ),α β . Υποθέτουµε επίσης ότι για κάθε 

( )x ,∈ α β ισχύει 
f ( ) f ( )

f (x)
β − α

′ ≤
β−α

. Να αποδείξετε ότι: 

f ( ) f ( )
f (x) (x ) f ( )

β − α
= − α + α

β−α
 

ΛΥΣΗ 
Η συνάρτηση f είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο [ ],xα , άρα από το Θεώρηµα Μέσης Τιµής 

υπάρχει ( )
1

x ,x∈ α : 
1

f (x) f ( )
f (x )

x
− α

′ =
−α

 

Όµως ισχύει 
f ( ) f ( )

f (x)
β − α

′ ≤
β−α

, για κάθε ( )x ,∈ α β  άρα 

1
f ( ) f ( ) f (x) f ( ) f ( ) f ( )

f (x )
x

β − α − α β − α
′ ≤ ⇒ ≤

β−α −α β−α
 ⇒  

( ) f ( ) f ( )
f (x) f ( ) x

β − α
≤ α + − α

β−α
    (1) 



 

 

Εφαρµόζουµε τώρα το Θεώρηµα Μέσης Τιµής για την f  στο [ ]x,β . Υπάρχει  ( )
2

x x,∈ β : 

2
f ( ) f (x)

f (x )
x

β −
′ ≤

β−
. Έχουµε διαδοχικά: 

2
f ( ) f ( ) f ( ) f (x) f ( ) f ( )

f (x )
x

β − α β − β − α
′ ≤ ⇔ ≤ ⇔

β−α β− β−α
 

( ) f ( ) f ( )
f ( ) f (x) x

β − α
β − ≤ β − ⇔

β−α
( ) f ( ) f ( )

f (x) f ( ) x
β − α

≥ β − β − ⇔
β−α

 

( ) f ( ) f ( )
f (x) f ( ) x

β − α
≥ β + − β ⇔

β−α
( ) f ( ) f ( )

f (x) f ( ) x
β − α

≥ β + − α − β − α ⇔
β−α

    

( ) f ( ) f ( )
f (x) f ( ) x f ( ) f ( )

β − α
 ≥ β + −α − β − α β−α

⇔  

( ) f ( ) f ( )
f (x) f ( ) x

β − α
≥ α + −α

β−α
   (2) 

Από (1), (2) έχουµε: ( ) f ( ) f ( )
f (x) f ( ) x

β − α
= α + −α

β−α
 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ ΤΩΝ ΟΠΟΙΩΝ ΟΙ  ΛΥΣΕΙΣ ΘΑ ∆ΗΜΟΣΙΕΥΘΟΥΝ 
ΘΕΜΑ 

∆ίνεται f κυρτή στο R µε f (0) 0′ = , f (0) 1=  και 
1

g(x) tf (t x)dt
0

= ⋅∫ . 

α) Να δείξετε ότι η g συνεχής στο R. 

β) Να δείξετε ότι η g παραγωγίσιµη και να βρείτε τη µονοτονία της και τα ακρότατα 

γ) Να βρείτε την εξίσωση εφαπτοµένης της Cg  στο x 00 = . 

δ) Να δείξετε ότι 
1

2tf (t x)dx 1
0

⋅ ≥∫  

 
 
 
 


