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Παράγραφος 1.5

Πολλαπλάσια Αριθµού και Ε.Κ.Π.

Νικόλαος Βρουλιώτης

Νοέµβριος 2019

Θεωρία

Πολλαπλάσια ϕυσικού αριθµού

Τι ονοµάζουµε πολλαπλάσια ενός ϕυσικού αριθµού α ;

Τα πολλαπλάσια ενός ϕυσικού αριθµού α είναι οι αριθµοί που προκύπτουν

από τον πολλαπλασιασµό του α µε όλους τους ϕυσικούς αριθµούς. ∆ηλαδή, τα

πολλαπλάσια του α, είναι η προπαίδεια του α:

0 · α = 0 1 · α = α 2 · α = 2α 3 · α = 3α 4 · α = 4α ...

Παραδείγµατα

Για παράδειγµα, παρακάτω ϕαίνονται τα 11 πρώτα πολλαπλάσια των ϕυσικών αριθµών 2,

3, 6 και 8 :

1) Πολλπλάσια του 2: 0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22

2) Πολλαπλάσια του 3: 0, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30, 33

3) Πολλαπλάσια του 6: 0, 6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54, 60, 66

4) Πολλαπλάσια του 8: 0, 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64, 72, 80, 88
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Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο (Ε.Κ.Π.)

Τι ονοµάζουµε Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο (Ε.Κ.Π.) ;

Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο (Ε.Κ.Π.) δύο και περισσότερων ϕυσικών αριθµών είναι

το µικρότερο και µη µηδενικό πολλάπλάσιο από τα κοινά πολλάπλάσια των αριθµών

αυτών.

Παραδείγµατα

1) Το Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο των αριθµών 2 και 3 είναι : EKΠ(2, 3) = 6

2) Το Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο των αριθµών 6 και 8 είναι : EKΠ(6, 8) = 24

3) Το Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο των αριθµών 2, 6 και 8 είναι : EKΠ(2, 6, 8) = 24

4) Το Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο των αριθµών 3, 6 και 8 είναι : EKΠ(3, 6, 8) = 24

Προβλήµατα

1) ∆ύο πλοία επισκέπτονται την Μυτιλήνη. Το πρώτο πλοίο έρχεται στο λιµάνι της Μυτι-

λήνης ανά 3 ηµέρες. Το δεύτερο πλοίο έρχεται ανά 4 ηµέρες. Αν τα δύο πλοία ξεκίνησαν

από το λιµάνι ταυτόχρονα, σε πόσες ηµέρες ϑα ξαναβρεθούν στο λιµάνι της Μυτιλήνης ;

Λύση: Βρίσκουµε τα πολλαπλάσια των αριθµών 3 και 4. Είναι :

Πολλαπλάσια του 3: 0 , 3, 6, 9,
12

, 15, 18, 21,
24

, 27, 30, 33,
36

, ...

Πολλαπλάσια του 4: 0 , 4, 8,
12

, 16, 20,
24

, 28, 32,
36

, 40, 44, 48, ...

Οι αριθµοί : 0, 12, 24, 36, ... είναι κοινά πολλαπλάσια των αριθµών 3 και 4. ΄Οµως,

το µικρότερο και µη µηδενικό πολλαπλάσιο που έχουν ίδιο οι αριθµοί 3 και 4 είναι ο α-

ϱιθµός 12. ΄Αρα το Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο των 3 και 4 είναι το 12 και γράφουµε:

EKΠ(3, 4) = 12.

΄Ετσι, ϐρήκαµε ότι τα δύο πλοία ϑα συναντηθούν ξανά στο λιµάνι της Μυτιλήνης, µετά

από 12 ηµέρες. Επίσης, αυτή η συνάντηση ϑα επαναλαµβάνεται κάθε 12 ηµέρες.
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2) Σε ένα µαγαζί ϱούχων, η Ασηµίνα πηγαίνει κάθε 10 ηµέρες, ενώ η Κωνσταντίνα πηγα-

ίνει κάθε 12 ηµέρες. Αν οι δύο ϕίλες συναντήθηκαν σε αυτό το µαγαζί στις 2 Οκτωβρίου,

πότε ϑα συναντηθούν ξανά ; Πριν την δεύτερη συνάντηση των δύο ϕιλενάδων, πόσες ϕορές

είχε πάει η καθεµιά µόνη της στο συγκεκριµένο µαγαζί ;

Λύση: Οι συνολικές ηµέρες που ϑα περάσουν για να συναντηθούν ξανά οι δύο ϕίλες στο

µαγαζί, πρέπει να είναι κοινό πολλαπλάσιο του 10 και του 12. Τα πολλαπλάσια του 10

και του 12 είναι :

Πολλαπλάσια του 10: 0 , 10, 20, 30, 40, 50,
60

, 70, 80, 90, 100, ...

Πολλαπλάσια του 12: 0 , 12, 24, 36, 48,
60

, 72, 84, 96, 108, 120,...

Βλέπουµε ότι το πιο µικρό και µη µδενικό πολλαπλάσιο που είναι κοινό και στους δύο

αριθµούς, είναι το 60. ΄Αρα, οι δύο ϕίλες ϑα συναντηθούν ξανά στο µαγαζί µετά από 60

ηµέρες.

Αφού η τελευταία ϕορά που συναντήθηκαν ήταν στις 2 Οκτωβρίου, τότε για να ϐρούµε

την ηµεροµηνία που ϑα συναντηθούν ξανά, σκεφτόµαστε ως εξής :

Ο Οκτώβριος έχει 31 ηµέρες, όµως αρχίζουµε να µετράµε µετά τις 2 Οκτωβρίου, δηλαδή:

31 − 2 = 29 ηµέρες.

Ο Νοέµβριος έχει 30 ηµέρες και εάν προσθέσουµε και τις 29 του Οκτωβρίου έχουµε

30 + 29 = 59 ηµέρες. Μας µένει ακόµα µία ηµέρα, που ϑα την πάρουµε από τον ∆εκέµ-

ϐριο.

Τελικά, οι δύο ϕίλες ϑα συναντηθούν ξανά την 1η ∆εκεµβρίου.

Για να ϐρούµε πόσες ϕορές έχει πάει η καθεµιά µόνη της στο µαγαζί, στο διάστηµα που

µεσολάβησε µεταξύ των δύο συναντήσεων, µετράµε τα πολλαπλάσια µεταξύ του 0 και του

60 για τους αριθµούς 10 και 12.

Για τον αριθµό 10, τα πολλαπλάσια µεταξύ του 0 και του 60 είναι τα : 10, 20, 30, 40,

50. Που είναι 5 πολλαπλάσια. ∆ηλαδή, η Ασηµίνα πήγε 5 ϕορές µόνη της στο µαγαζί.

Για τον αριθµό 12, τα πολλαπλάσια µεταξύ του 0 και του 60 είναι τα : 12, 24, 36, 48.

Που είναι 4 πολλαπλάσια. ∆ηλαδή, η Κωνσταντίνα πήγε 4 ϕορές µόνης στο µαγαζί.
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Μερικά Σχόλια

1) Από τα προηγούµενα µπορούµε να καταλάβουµε ότι κάθε ϕυσικός αριθµός α έχει ως

πολλαπλάσια, τους αριθµούς 0 και α. Με άλλα λόγια, για έναν ϕυσικό αριθµό, ακόµα

κι εάν δεν ξέρουµε τα πολλαπλάσιά του (δηλαδή την προπαίδεια του αριθµού αυτού),

ξέρουµε σίγουρα τα δύο πρώτα πολλαπλάσιά του. Το ένα είναι το 0 και το άλλο είναι ο

ίδιος ο αριθµός.

Π.χ. Για τον αριθµό 2.364 ξέρουµε ότι έχει πολλαπλάσια το 0 και το 2.364. Αυτό γιατί

0 · 2.364 = 0 και 1 · 2.364 = 2.364

2) Για έναν ϕυσικό αριθµό α, εάν εξαιρέσουµε τα δύο πρώτα πολλαπλάσια που έχει

(δηλαδή το 0 και τον ίδιο τον α), τότε τα υπόλοιπα πολλαπλάσια, είναι αριθµοί πιο µεγάλοι

από τον α.

3) Από το 1ο Σχόλιο, καταλαβαίνουµε ότι όλοι οι ϕυσικοί αριθµοί έχουν ένα κοινό πολ-

λαπλάσιο. Αυτό το πολλαπλάσιο είναι το 0. Γιατί τότε χρειάζεται να µιλήσουµε για το

Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο αφού το 0 είναι και κοινό (το έχουν όλοι) και ελάχιστο (είναι

το πιο µικρό) πολλαπλάσιο ;

Απάντηση: Εµείς ξεκινήσαµε να µιλάµε για το Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο (Ε.Κ.Π.)

λέγοντας ότι αυτό δεν είναι το µηδεν! Εάν το Ε.Κ.Π. ήταν το µηδέν, τότε δεν ϑα είχε

ενδιαφέρον να ασχοληθούµε µε αυτό ! ΄Αρα το Ε.Κ.Π. δεν είναι το µηδέν γιατί ∆ΕΝ ΕΧΕΙ

ΕΝ∆ΙΑΦΕΡΟΝ !

4) Από το 2ο σχόλιο, αφού όλα τα πολλαπλάσια ενός αριθµού α, εκτός από τα δύο πρώτα,

είναι πιο µεγάλα από τον α, γιατί εµείς ασχολούµαστε µε το ελάχιστο (δηλαδή το πιο µικρό)

κοινό πολλαπλάσιο ;

Απάντηση: Τα πολλαπλάσια ενός αριθµού είναι άπειρα, κι έτσι δεν τελειώνουν ποτέ !

Εποµένως, αν αντί για το Ελάχιστο, ψάχναµε το Μέγιστο Κοινό Πολλαπλάσιο δύο αριθµών

τότε ϑα ψάχναµε συνέχεια, χωρίς να σταµατήσουµε ποτέ και πάλι δεν ϑα το ϐρίσκαµε !

΄Ετσι, δεν υπάρχει το Μέγιστο Κοινό Πολλαπλάσιο και δεν ψάχνουµε για αυτό γιατί ∆ΕΝ

ΕΧΕΙ ΝΟΗΜΑ!

5) Επειδή όλα τα πολλαπλάσια του 0 κάνουν 0, το Ε.Κ.Π. του 0 µε έναν αριθµό α είναι :

Ε.Κ.Π.(α, 0) = 0. Είπαµε όµως, ότι το Ε.Κ.Π. δύο αριθµών δεν είναι ποτέ µηδέν ! ΄Ετσι δεν

ϐάζουµε ποτέ µέσα στο Ε.Κ.Π. το µηδέν !

6) Εάν για δύο ϕυσικούς αριθµούς α και β ισχύει ότι Ε.Κ.Π.(α, β) = β τότε ο β είναι

πολλαπλάσιο του α.

Π.χ. Ισχύει ότι 6 = 3 · 2 άρα το 6 είναι πολλαπλάσιο του 2, κι έτσι Ε.Κ.Π.(2, 6) = 6.
Επίσης, ισχύει Ε.Κ.Π.(3, 6) = 6 γιατί το 6 είναι και πολλαπλάσιο του 3.
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Ασκήσεις

1) Ερωτήσεις Σωστού - Λάθους

1. Τα πολλαπλάσια του 2 λέγονται άρτιοι αριθµοί Σ Λ

2. Τα πολλαπλάσια του 3 λέγονται περιττοί αριθµοί Σ Λ

3. Το 6 είναι το Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο του 2 και του 3 Σ Λ

4. Το Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο ορίζεται µόνο για δύο αριθµούς Σ Λ

5. Εάν ο α δεν είναι το µηδέν, τότε Ε.Κ.Π.(1, α) = α Σ Λ

6. Η τέλεια διαίρεση ∆ = δ · π µας λέει ότι ο ∆ είναι πολλαπλάσιο του δ Σ Λ

2) Να ϐρείτε τα 11 πρώτα πολλαπλάσια των αριθµών 4, 5 και 7. Στη συνέχεια να ϐρείτε

τα Ε.Κ.Π.(4, 5) , Ε.Κ.Π.(5, 7) και Ε.Κ.Π.(4, 5, 7).

3) Από έναν ηλεκτρικό σταθµό, ξεκινάνε ταυτόχρονα τρία τρένα, κάνοντας τρείς διαφορε-

τικές διαδροµές Α, Β και Γ. Αν γνωρίζετε ότι στη διαδροµή Α τα τρένα ϕτάνουν στον σταθµό

µετά από 10 λεπτά, στη διαδροµή Β µετά από 12 λεπτά και στη διαδροµή Γ µετά από 15

λεπτα, µετά από πόση ώρα ϑα ϐρεθούν τα τρία τρένα ταυτόχρονα στον σταθµό ;
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