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Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗΣ ΕΠΑΓΩΓΗΣ 

 

Στα µαθηµατικά εµφανίζονται προτάσεις ή ανισότητες µε µια λέξη ισχυρισµοί, οι 

οποίοι εξαρτώνται από ένα φυσικό αριθµό. Για να αποδείξουµε προτάσεις αυτής της 

µορφής, χρησιµοποιούµε µία αποδεικτική µέθοδο, γνωστή ως µέθοδος της 

µαθηµατικής επαγωγής. 

 

Θεώρηµα της µαθηµατικής επαγωγής: 

Έστω Ρ(ν) ένας ισχυρισµός που εξαρτάται από ένα θετικό αριθµό (ακέραιο) ν. 

Αν ισχύουν ότι: 

α) Ο ισχυρισµός Ρ(1) είναι αληθής 

β) Υποθέτοντας ότι ο ισχυρισµός Ρ(κ) είναι αληθής, αποδεικνύεται ότι και ο 

ισχυρισµός Ρ( 1κ + ) είναι αληθής, τότε ο ισχυρισµός Ρ(ν) είναι αληθής για κάθε 

θετικό ακέραιο ν. 

 

Παρατήρηση 

Πολλές φορές ζητείται να αποδείξουµε ότι ένας ισχυρισµός Ρ(ν) αληθεύει όχι για 

κάθε θετικό ακέραιο ν, αλλά για 0ν ν≥ , όπου 0ν  θετικός ακέραιος µεγαλύτερος του 

1. Σ’ αυτή την περίπτωση δείχνουµε ότι ο ισχυρισµός Ρ( 0ν ) είναι αληθής και κατόπιν 

υποθέτοντας ότι Ρ(κ) αληθής ( 0κ ν> ), αποδεικνύουµε ότι Ρ( 1κ + ) αληθής. Τότε ο 

ισχυρισµός Ρ(ν) είναι αληθής 0ν ν∀ ≥ . 
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Μεθοδολογία 

Εφαρµογή Ι 

1. Να αποδείξετε ότι *ν∀ ∈ℕ  ισχύουν οι παρακάτω ανισότητες του Bernoulli 

 i) (1 ) 1να να+ ≥ +  όπου α ∈ℝ  µε 1α ≥ −  

 ii)  (1 ) 1να να− ≥ −   όπου α ∈ℝ  µε 1α ≤  

Απόδειξη: 

i) Θα εφαρµόσουµε τη µέθοδο της επαγωγής. 

• Για 1ν = : 1(1 ) 1 1α α+ ≥ + ⋅    ισχύει 

• Έστω ότι ισχύει και για ν κ=  ( *κ ∈ℕ ) δηλαδή (1 ) 1κα κ α+ ≥ + ⋅  

• Θα αποδείξουµε ότι ισχύει για 1ν κ= +  δηλαδή ότι ισχύει 

1(1 ) 1 ( 1)κα κ α++ ≥ + + ⋅  

Πράγµατι: 

1
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(1 ) (1 )(1 ) (1 )(1 )

(1 ) 1 1 ( 1) 1 ( 1)
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Άρα 1(1 ) 1 ( 1)κα κ α++ ≥ + + ⋅  

Συνεπώς (1 ) 1να να+ ≥ +  *ν∀ ∈ℕ  

 

ii) α) Οµοίως 

β) τρόπος 

1 1 0α α≤ ⇒ − ≥  και λόγω της i) 

( )1 ( ) 1 ( )
να ν α+ − ≥ + − ⇒  

( )1 1
να να− ≥ −   *ν∀ ∈ℕ  

 

Εφαρµογή ΙI 

Να αποδείξετε ότι: για κάθε φυσικό αριθµό 3ν ≥  ισχύει 23 ( 1)ν ν> +  

Απόδειξη: 

Για 0 3ν ν= =  έχουµε 3 23 (3 1)> +  ∆ηλαδή 27 16>  αληθής 

Έστω ότι η ανισότητα ισχύει για ν κ= *∈ℕ , 3κ >  

∆ηλαδή 23 ( 1)κ κ> +  

Θα αποδείξουµε ότι ισχύει και για 1ν κ= +  δηλαδή ότι  
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1 23 ( 2)κ κ+ > +      (Ι) 

Πράγµατι 

1 23 3 3 3( 1)κ κ κ+ = ⋅ > +   Αρκεί να αποδείξουµε ότι 

2 23( 1) ( 2)κ κ+ > +   δηλαδή 

2 2 23 6 3 4 4 2 2 1κ κ κ κ κ κ+ + > + + ⇒ + > ⇒  

2 ( 1) 1κ κ + >       (ΙΙ) 

Η τελευταία ανισότητα θα την δείξουµε µε τέλεια επαγωγή 

Έστω Ρ(ν): 2 ( 1) 1ν ν + >  

Για 1ν = : 2 2 1⋅ >  αληθής 

Έστω για ν κ= : 2 ( 1) 1κ κ⋅ + >  αληθής 

Θα δείξουµε 2 ( 1)( 2) 1κ κ⋅ + + >  

Αρκεί    2 ( 1)( 2) 2 ( 1)κ κ κ κ⋅ + + > + ⇔  

              [ ]2 ( 1) 2 0κ κ κ⋅ + + − > ⇔  

              2 ( 1) 2 0 4( 1) 0κ κ⋅ + ⋅ > ⇔ + >  αληθής  

Άρα 2 ( 1) 1ν ν + >   *ν∀ ∈ℕ   άρα και για 3ν ≥ . 

Τότε ισχύει και η (Ι) 

Άρα 23 ( 1)ν ν> +   3ν∀ ≥ . 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1) Για κάθε *ν ∈ℕ  αποδείξτε ότι: 

i) 
( 1)

1 2 3 ...
2

ν ν
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+
+ + + + =  

ii) 2 2 2 2 ( 1)(2 1)
1 2 3 ...

6

ν ν ν
ν

+ +
+ + + + =  

iii) 
2

3 3 3 3 ( 1)
1 2 3 ...

2

ν ν
ν

+ + + + + =   
 

iv) 
1 1 1 1

...
1 2 3

ν
ν

+ + + + ≥  

 

2) Να αποδείξετε ότι: 

i) Αν 0λ ≥ , τότε ισχύει ( 1)νλ ν λ> ⋅ −  *ν∀ ∈ℕ  

ii)  Αν 1λ > , τότε υπάρχει 0θ >  τέτοιο ώστε νλ ν θ> ⋅  *ν∀ ∈ℕ  

iii)  Αν 0 1λ< < , τότε υπάρχει 0θ >  τέτοιο ώστε νλ ν θ− > ⋅ *ν∀ ∈ℕ  

 

3) Αν 1 2, ,..., να α α  και 1 2, ,..., νβ β β  είναι οποιοιδήποτε πραγµατικοί αριθµοί, τότε 

ισχύει η ανισότητα των Gauchy – Buniakowski – Schwartz 

2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2( ... ) ( ... ) ( ... )ν ν ν να β α β α β α α α β β β+ + + ≤ + + + ⋅ + + +  

Συντοµογραφικά 

2

2 2

1 1 1
i i i i

i i i

ν ν ν

α β α β
= = =

     
≤ ⋅     

     
∑ ∑ ∑  

  

 

 

 

 

  

 


