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 Η ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ ΤΩΝ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ  

 

Οι λύσεις των τριγωνοµετρικών εξισώσεων απεικονίζονται πάνω στον 

τριγωνοµετρικό κύκλο και δηµιουργούν διάφορα σχήµατα. 

 

Παράδειγµα Ι 

Να λυθεί x 1ηµ =  

Λύση 

Είναι x x 2
2 2

π π
ηµ = ηµ ⇔ = κπ+ , κ∈Ζ . 

Η λύση απεικονίζεται στο Β. 

  

Παράδειγµα ΙΙ 

Να λυθεί 
1

x
2

συν =  

Λύση 

Είναι x x 2
3 3

π π
συν = συν ⇔ = κπ+   ή  x 2

3

π
= κπ− . 

Ανήκουν πάνω στην ευθεία x
3

π
= .  

 

Παράδειγµα ΙΙΙ 

Να λυθεί 
1

x
2

ηµ =  

Λύση 

Η λύση αυτής x
6

π
ηµ = ηµ  

5
x 2   ή  x 2

6 6

π π = κπ+ = κπ+ 
 

  

Οι λύσεις ανήκουν στον κύκλο και στην 
1

y
2

= . 
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Παράδειγµα ΙV 

Να λυθεί 3x 1ηµ =  

Λύση 

Είναι 3x 1 3x
2

π
ηµ = ⇔ ηµ = ηµ ⇔  

2
3x 2 x

2 3 6

π κπ π
= κπ+ ⇔ = + , κ∈Ζ  

Από τον τύπο, προκύπτουν λύσεις που  
 

απεικονίζονται στα σηµεία 1 2 3, ,Μ Μ Μ  και �1
6

π
ΑΜ = . Οι λύσεις είναι κορυφές 

ισόπλευρου τριγώνου πλευράς 3  πάνω στο τριγωνοµετρικό κύκλο. 

 

Παράδειγµα V 

Να λυθεί η εξίσωση 
x

2x
2 2

π ηµ = ηµ − 
 

 

Λύση 

Η αρχική γίνεται: 

x
2x 2

2 2

π
= κπ+ −       ή     

x
2x 2

2 2

π = ρπ+ π− − 
 

 

4
x

5 5

π π
= κ + , κ∈Ζ    ή     

4
x

3 3

π π
= λ + , λ∈Ζ . 

              (Ι)                                      (ΙΙ) 

Από τον τύπο (Ι) προκύπτουν λύσεις, 

0,1,2,3, 4κ =  που απεικονίζονται στα σηµεία 

0 1 2 3 4, , , ,Μ Μ Μ Μ Μ  και δηµιουργούν κανονικό  
 

κανονικό πεντάγωνο (αστεροειδές), � 0
5

π
ΑΜ = . 

Από τον τύπο (ΙΙ) προκύπτουν λύσεις, οι οποίες απεικονίζονται στον κύκλο και στα 

σηµεία 0 1 2, ,Ν Ν Ν  µε � 0
3

π
ΑΝ = . 
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Παράδειγµα VΙ 

Να λυθεί η εξίσωση 7x 3x
6

π συν = συν + 
 

 

Λύση 

7x 2 3x
6

π
= κπ+ +    ή   7x 2 3x

6

π = κπ− + 
 

 

2
x

4 24

π π
= κ +           ή   

2
x

10 60

π π
= κ −  

           (1)                                   (2) 

Οι λύσεις που προκύπτουν, 0,1, 2,3κ =  από την (1) απεικονίζονται επί του 

τριγωνοµετρικού κύκλου και είναι κορυφές τετραγώνου. 

Οι λύσεις που προκύπτουν από την (ΙΙ) απεικονίζονται επί του τριγωνοµετρικού 

κύκλου και είναι κορυφές κανονικού δεκάγωνου µε 0,1,2,...,9κ = . 

2
0 2 22

, 180 , R
4
ν

ν ν ν ν

 λπ
ω = φ +ω = +α = 

ν 
 

:νω  κεντρική γωνία 

:νφ  γωνία κανονικού ν-γωνου 

 

Παράδειγµα VΙΙ 

Να λυθεί η εξίσωση: 2 2y xσυν = ηµ  

Λύση 

Η αρχική ισοδύναµα γράφεται:  

( ) ( ) ( )y x y x 0 y x  ή  y xσυν −ηµ συν + ηµ = ⇔ συν = ηµ συν = −ηµ ⇔  

y x   ή  y x
2 2

 π π    συν = συν − συν = συν + ⇔        
 

y 2 x   ή  y 2 x  
2 2

 π π    = κπ± + = κπ± −        
 

y x 2   ή  y x 2 ,  κ Ζ
2 2

π π
= + + κπ = − − + κπ ∈  

Είναι ευθείες. 

Οι λύσεις απεικονίζονται γραφικά πάνω σε ευθείες. 
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Παράδειγµα VΙΙΙ 

Να λυθεί η εξίσωση 2x 3εφ =   (1) 

Λύση 

Αρχικά για το πεδίο ορισµού πρέπει και αρκεί 2x x
2 2 4

π κπ π
≠ κπ+ ⇒ ≠ + , κ∈Ζ . 

Η (1) 2x 2x x
3 3 2 6

π π κπ π
⇒ εφ = εφ ⇔ = κπ+ ⇔ = + , κ∈Ζ    (2) 

Οι λύσεις της (2) απεικονίζονται επί του τριγωνοµετρικού κύκλου και είναι κορυφές 

τετραγώνου 0 1 2 3Α Α Α Α , που προκύπτουν 0,1, 2,3κ = , � 0
6

π
ΑΑ = . 

Το   0

3 1
, ,

6 6 2 2

 π π Α συν ηµ =   
  

 

        1

2 2 1 3
, ,

3 3 2 2

 π π Α συν ηµ = −  
  

 

Η πλευρά του τετραγώνου είναι:  

2 2

1 0

3 1 1 3 4 4
2

2 2 4

   + − +
Α Α = + = =   

   
 

 

ή  2 2 2 2
1 0 0 1 1 1 2Α Α = ΟΑ +ΟΑ = + =  
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Να λύσετε και να παραστήσετε γραφικά τις λύσεις στον τριγωνοµετρικό κύκλο, 

βρίσκοντας το επίπεδο σχήµα, του οποίου είναι κορυφές. 

1. 
2

2x
2

ηµ =  

2. 
1

4x
2

ηµ = −  

3. 4x x
5 4

π π   ηµ − = ηµ +  
  

 

4. 7x 3x
6

π συν = συν + 
 

 

5. 
2

3x
6 2

π συν − = 
 

 

6. 2 25x 2x
4

π συν + = συν 
 

 

7. 3x x
3 3

π π   εφ + = σφ −   
   

 

8. 7x 3x 1εφ ⋅εφ =  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


