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ΑΡΡΗΤΕΣ ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ 

 

Ορισµός 

Μία αλγεβρική ανίσωση: A(x) B(x)≥ , A(x) B(x)≤  καλείται άρρητη ανίσωση τότε 

και µόνο τότε, όταν το ένα τουλάχιστον µέλος της είναι άρρητη αλγεβρική 

παράσταση του x . 

Παραδείγµατα: Κάθε µία από τις ανισώσεις 22x x 7 x 3+ + > − , 2x 1 x 2+ > −  

είναι άρρητη ανίσωση. 

 

Πρόταση Ι 

Αν ν είναι περιττός φυσικός τότε η άρρητη ανίσωση  

[ ] [ ]v v
A(x) B(x) A(x) B(x)> ⇔ >  

Πρόταση ΙΙ 

Αν ν είναι άρτιος φυσικός, τότε η άρρητη ανίσωσηA(x) B(x)> διίσταται στα 

συστήµατα 

i. A(x) 0>   και B(x) 0≤  

ii. A(x) 0>   και B(x) 0≥   και  [ ] [ ]v v
A(x) B(x)>  

iii.  A(x) 0≤   και B(x) 0<   και [ ] [ ]v v
A(x) B(x)<  

 

Παρατήρηση 

Αν µία άρρητη ανίσωση έχει περισσότερα του ενός ριζικά, τότε µε κατάλληλο 

µετασχηµατισµό καταλήγουµε σε συστήµατα ρητών ανισώσεων, ισοδύναµα µε τη 

δοθείσα. 

 

Παραδείγµατα 

1. Να λύσετε την ανίσωση 22x 1 x 3x 3− > − +  

Λύση 

Η δοθείσα ανίσωση ισοδυναµεί µε τα συστήµατα 

( ){ }22 2x 3x 3 0   και    2x 1 0    και   2x 1 x 3x 3 − + ≥ − ≥ − > − + ⇔  

( ){ }2 22x 1 0   και   2x 1 x 3x 3 − ≥ − > − + ⇔  
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21
x    και   3x x 2 0

2
 ≥ − − > 
 

 

(διότι το 2x 3x 3− +  είναι µονίµως θετικό, αφού 0∆ < ) 

1 2
x    και   x 1  ή  x

2 3

  ≥ > < −  
  

. Άρα x 1> . 

 

2. Με , Rα β∈  και 0α −β ≠  να επιλύσετε και να διερευνήσετε την ανίσωση 

x x−α > −β      (Ι) 

Λύση 

Η  (Ι) ισοδυναµεί µε το σύστηµα 

( ) ( ){ }2
x    και  x    και   x-α x≥ β > α > −β        (ΙΙ) 

i) Αν α > β , τότε η (Ι) ισοδυναµεί µε το σύστηµα 

x > α   και  ( )2 2x 2 1 x 0− α + +α +β >  

Θέτω ( )2 2f (x) x 2 1 x= − α + +α +β             (ΙΙΙ) 

Παρατηρώ ότι: 

f ( ) 0α = β−α < ,   ( )2
f ( ) 0β = α −β >    Θα   συγκρίνω το  β  µε   το   

ηµιάθροισµα  των  ριζών 

( )2 12 1
0

2 2

β−α −α +
β− = < . Άρα το f (x)  έχει πραγµατικές ρίζες 

διαφορετικές µεταξύ τους. Έστω 1ρ , 2ρ  µε 1 2ρ < ρ  µε την εξής διάταξη 

1 2β < ρ < α < ρ . 

Εποµένως η (ΙΙΙ) σπάει στα συστήµατα 

{ }1x    και   x> α < ρ ,  { }2x    και   x> α < ρ  

Το πρώτο είναι αδύνατο, άρα 2 x > ρ  όπου 2ρ η µεγαλύτερη ρίζα του 

2 2f (x) x 2 x ( )= − α + α +β  

ii) Αν α < β  τότε η (ΙΙ) ισοδυναµεί προς το σύστηµα 

{ }x    και  f (x) 0≥ β >          (IV) 

Είναι όµως: f ( ) 0α = β−α > ,  ( )2
f ( ) 0β = α −β >  

Θα   συγκρίνω   το   α,β  µε   το  ηµιάθροισµα  των  ριζών 
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2 1 1
0

2 2

α + −
α − = <     και   

2 1 1

2 2

α +
β− = β−α −  

και 4( ) 1∆ = α −β +  

α)  Αν 0∆ <  δηλαδή 
1

4
β > α +  τότε η f (x) 0>  είναι µονίµως θετική. Έχει 

λοιπόν η (Ι) σύνολο λύσεων το διάστηµα [ , )β +∞ . 

β)  Αν 0∆ =  δηλαδή 
1

4
β = α +  τότε f (x) 0>  για κάθε 

2 1
x R

2

α + ∈ −  
 

. Άρα 

η (Ι) έχει σύνολο λύσεων 
2 1 2 1

, ,
2 2

α + α +   β ∪ +∞     
 διότι 

1
0

2
β−α − < . 

γ)   Αν 0∆ >  δηλαδή 
1

4( ) 1 0
4

α −β + > ⇔ β < α +  τότε  

1 1 1 1
0

2 4 2 4
β−α − < − = − <  

Άρα η f  έχει δύο διακεκριµένες πραγµατικές ρίζες 1ρ , 2ρ . 

Έστω 1 2ρ < ρ  τότε 1 2α < β < ρ < ρ  και η (IV) ισοδυναµεί  

{ }1x    και   x≥ β < ρ ,   { }2x    και   x≥ β > ρ  

Άρα το σύνολο λύσεων  

[ ) ( )1 2S , ,= β ρ ∪ ρ +∞ ,  1ρ , 2ρ  οι ρίζες του f (x) . 
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Ασκήσεις 

1. Να λύσετε τις ανισώσεις 

i) 2x 1 2x 1+ < +  

ii) 21 x 2x 1− > +  

iii) ( )( )x 1 x 3 1 x+ + + <  

iv) 
x 1 x 1

x 1 x 1

− +
<

+ −
 

v) 
2 2

x 2 x 1

x 4 x 1

+ +
<

+ +
 

 

2. Να επιλύσετε και να διερευνήσετε τις ανισώσεις 

i) x x+ λ >  

ii) 3x(5 x) x− < λ −  

3. Να λύσετε τις ανισώσεις 

i) x 2 2x 11− < +  

ii) 3x 4 x 2 x 4− > − +  

iii) 
2 2

3

x x 10x 9 x 2 x 10x 9

iv) x 2 x 2

+ − + > + − +

− ≥ −
 

 

 


