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 ΘΕΜΑΤΑ ΣΤΑ ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ  

 

1. Για ένα πολυώνυµο ( )P x , µε ακέραιους συντελεστές ο αριθµός ( )P 2  είναι 

άρτιος. Να αποδείξετε ότι και ο ( )P 0  άρτιος. 

 

2. Αν για το πολυώνυµο ( )f x x ν= α +β , ν∈Ν . Ισχύει ( )f 1 8= − , ( )f 2 1= − , 

( )f 4 55=  να βρείτε την τιµή του ν. 

 

3. Να βρείτε πολυώνυµο ( )P x  τρίτου βαθµού µε σταθερό όρο το 0, τέτοιο ώστε 

( ) ( ) ( )P x P x 1 x x 1− − = − . Να υπολογίσετε το άθροισµα  

( )S 1 2 2 3 ... 1= ⋅ + ⋅ + + ν ν +  

 

4. Για ένα πολυώνυµο P  ισχύει ( ) ( )2 5P x P x= , για κάθε x R∈ . Να αποδείξετε ότι 

είναι σταθερό. 

 

5. Για ποιες τιµές των , Rα β∈  το κλάσµα 
( ) 2

2

1 x 4x 2

x 2x 3

α + − +β−
+ +

 παίρνει την ίδια 

τιµή για όλα τα x R∈ . 

 

6. Ένα πολυώνυµο ( )f x  έχει ακέραιους συντελεστές και µια τουλάχιστον ακέραια 

ρίζα ρ. Να αποδειχθεί ότι: 

i) αν ρ άρτιος και κ άρτιος, τότε ( )f κ  άρτιος, 

ii) αν ρ περιττός και κ περιττός τότε το ( )f κ  άρτιος. 

 

7. Να λυθεί η εξίσωση  

2 2 2 2

2 2 2 2

x x 12 x x 12 x 5x 6 x 5x 6

x x 12 x x 12 x 5x 6 x 5x 6

− − + − − + + +
+ = +

+ − − − + + − +
 

 

8. α) Να αποδειχθεί ότι η µόνη θετική ρίζα της 

2 3 v
2 3 v

1 1 1 1
x x x ... x 2v

x x x x
+ + + + + + + + =   είναι x 1=  

β) Να λυθεί 3 3x 4 1 x 3+ = + −  
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9. ∆ίνεται ο πραγµατικός αριθµός ρ. Αν για , Rα β∈ η εξίσωση 3x x 0−α +β =  έχει 

τρεις πραγµατικές λύσεις, εκ των οποίων µία είναι ο ρ, να δειχθεί ότι 
23

4

ρ
α ≥ . 

 

10. ∆ίνεται το πολυώνυµο ( )f x , x R∈ µε ακέραιους συντελεστές, ώστε να ισχύει 

( ) ( ) ( )f 1 f 9 f 8 1988⋅ ⋅ =  . Να δειχθεί ότι αν ο αριθµός ρ είναι ρίζα της ( )f x 0= , 

τότε ο ρ δεν είναι ακέραιος. 

 

11. ∆ίνεται το πολυώνυµο ( )f x  µε ακέραιους συντελεστές και ότι η εξίσωση 

( )f x x=  έχει ακριβώς δύο λύσεις, τους θετικούς κ, λ µε κ ≠ λ . Να δείξετε ότι 

( ) ( )f κ + λ − κ +λ ≥ κ ⋅λ . 

 

12. Αν για κάθε x R∈  ισχύει ( ) ( ) ( )2 2 2P x x x 1 P x= + ⋅  και ( )P 2 12=  να βρείτε το 

( )P x . 

 

13. Να λυθεί ως προς x, y R∈  η εξίσωση ( )2x 2x x y 1 0+ ⋅συν ⋅ + =  

 

14. ∆ίνεται ένα πολυώνυµο ( )P x  µε ακέραιους συντελεστές. Αν για τους 

διαφορετικούς αριθµούς α, β, γ, δ ισχύει ( ) ( ) ( ) ( )P P P P 5α = β = γ = δ =  να 

αποδειχθεί ότι δεν υπάρχει λ∈Ζ  τέτοιος ώστε ( )P 8λ = . 

 

15. ∆ίνεται ( ) ( ) ( )201120102 2P x x 4x 4 x 5x 5= − + + − + . 

i) Να βρείτε τον σταθερό όρο 

ii) Να βρείτε το άθροισµα συντελεστών του 

iii) Να αποδείξετε ότι ( )P 3 0=  

iv) Να αποδείξετε ότι ο 2010 20119 11+  είναι πολλαπλάσιο του 4. 
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 ΛΥΜΕΝΑ  ΣΤΑ ΘΕΜΑΤΑ ΣΤΑ ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ  

 

1. Για ένα πολυώνυµο ( )P x , µε ακέραιους συντελεστές ο αριθµός ( )P 2  είναι 

άρτιος. Να αποδείξετε ότι και ο ( )P 0  άρτιος. 

 

Λύση 

( ) 1
1 1 0P x x x ... xν ν−

ν ν−= α +α + +α +α , 0να ≠ , 0 1, ,..., να α α ∈Ζ , ν∈Ν  

( )
0P 0 = α  

( ) 1
1 1 0P 2 2 2 ... 2ν ν−

ν ν−= α +α + +α +α ∈Ζ  

Τότε ( )P 2 = κ∈Ζ  άρα 

1
0 1 12 2 ... 2ν ν−

ν ν−

λ

 α = κ − α +α + +α = κ−λ∈Ζ
 
 
�����������

 

 

2. Αν για το πολυώνυµο ( )f x x ν= α +β , ν∈Ν . Ισχύει ( )f 1 8= − , ( )f 2 1= − , 

( )f 4 55=  να βρείτε την τιµή του ν. 

Λύση 

9α = − , 1β = , 3ν =  αφού 8α +β = − , 2 1να + β = −  και 4 55να + β = . 

 

3. Να βρείτε πολυώνυµο ( )P x  τρίτου βαθµού µε σταθερό όρο το 0, τέτοιο ώστε 

( ) ( ) ( )P x P x 1 x x 1− − = − . Να υπολογίσετε το άθροισµα  

( )S 1 2 2 3 ... 1= ⋅ + ⋅ + + ν ν +  

Λύση 

i)   ( ) 3 2P x x x x= α +β + γ , 0α ≠ , , , Rα β γ∈  

( ) ( ) ( )P x P x 1 x x 1− − = − ⇔

( ) ( ) ( ) ( )3 23 2x x x x 1 x 1 x 1 x x 1 α +β + γ − α − +β − + γ − = −   

από ισότητα πολυωνύµων, µετά από πράξεις 
1

3
α = , 0β = , 

1
x

3
γ = −  

Άρα ( ) 31 1
P x x x

3 3
= −  

i) ( ) ( ) ( )P x P x 1 x x 1− − = −  

x 2=            ( ) ( )P 2 P 1 1 2− = ⋅  
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x 3=            ( ) ( )P 3 P 2 3 2− = ⋅  

………………………………………… 

x 1= ν +      ( ) ( ) ( )P 1 P 1ν + − ν = ν ⋅ ν +  

Με πρόσθεση κατά µέλη έχουµε τηλεσκοπικό άθροισµα 

( ) ( ) ( )P 1 P 1 1 2 2 3 ... 1ν + − = ⋅ + ⋅ + + ν ⋅ ν + ⇒  

( ) ( )( )1
1 2 2 3 ... 1 1 2

3
⋅ + ⋅ + + ν ⋅ ν + = ν ⋅ ν + ν +  

 

4. Για ένα πολυώνυµο P  ισχύει ( ) ( )2 5P x P x= , για κάθε x R∈ . Να αποδείξετε ότι 

είναι σταθερό. 

Λύση 

( ) ( )2 5P x P x=  άρα 

( )( ) ( )( )2 5P x P xΒαθ = Βαθ  αν ( )xΒαθΡ = ν  

2 5 0ν = ν ⇒ ν =  

Άρα ( )xΡ  σταθερά. 

 

5. Για ποιες τιµές των , Rα β∈  το κλάσµα 
( ) 2

2

1 x 4x 2

x 2x 3

α + − +β−
+ +

 παίρνει την ίδια 

τιµή για όλα τα x R∈ . 

Λύση 

( ) 2

2

1 x 4x 2
c

x 2x 3

α + − +β−
=

+ +
,  x R∀ ∈  

( ) 2 21 x 4x 2 cx 2cx 3cα + − +β− = + +  

άρα 1 cα + =  και 4 2c− =  και 2 3cβ− =  

Οπότε 3α = − , 4β = − . 

 

6. Ένα πολυώνυµο ( )f x  έχει ακέραιους συντελεστές και µια τουλάχιστον ακέραια 

ρίζα ρ. Να αποδειχθεί ότι: 

ii) αν ρ άρτιος και κ άρτιος, τότε ( )f κ  άρτιος, 

iii) αν ρ περιττός και κ περιττός τότε το ( )f κ  άρτιος. 

Λύση 
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Έστω ( ) 1
1 1 0f x x x ... xν ν−

ν ν−= α +α + +α +α , 0 1, ,..., να α α ∈Ζ , 0να ≠ , ν∈Ν  και ρ 

µια ακέραια ρίζα του, τότε: 

i) ( ) ( ) ( )f x x x= −ρ Π  οπότε 

( ) ( ) ( ) ( )f 2κ = κ −ρ Π κ = λΠ κ , αφού κ, ρ άρτιοι 

ii) ( ) ( ) ( ) ( )f 2κ = κ −ρ Π κ = λΠ κ , η διαφορά δύο περιττών άρτιος 

 

7. Να λυθεί η εξίσωση  

2 2 2 2

2 2 2 2

x x 12 x x 12 x 5x 6 x 5x 6

x x 12 x x 12 x 5x 6 x 5x 6

− − + − − + + +
+ = +

+ − − − + + − +
 

Λύση 

Θέτω 
2

2

x x 12

x x 12

− −
α =

+ −
, 

2

2

x 5x 6

x 5x 6

− +
β =

+ +
 

Η αρχή γίνεται:  

( )1 1 1 1
0α + = β+ ⇔ α−β + − = ⇔

α β α β
 

( ) ( ) 1
0 1 0

β−α  α −β + = ⇔ α−β − = αβ αβ 
 

( ) ( )1
0

αβ−
α −β = ⇔ α = β

αβ
 ή 1αβ =  

Οπότε:  

2 2

2 2

x x 12 x 5x 6
0

x x 12 x 5x 6

− − − +
= ≠

+ − + +
  ή  

2 2

2 2

x x 12 x 5x 6
1

x x 12 x 5x 6

− − − +
⋅ =

+ − + +
 

Άρα x 0=  ή 
33

x
2

= ± . 

 

8. α) Να αποδειχθεί ότι η µόνη θετική ρίζα της 

2 3 v
2 3 v

1 1 1 1
x x x ... x 2v

x x x x
+ + + + + + + + =   είναι x 1=  

β) Να λυθεί 3 3x 4 1 x 3+ = + −  

Λύση 

α)  Αν x 1=  η ισότητα είναι αληθής.  

Αν 1 x 0≠ >  τότε 
1

x 2
x

+ > , 2
2

1
x 2

x
+ > ,…, 

1
x 2

x
ν

ν
+ >  
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οπότε 2
2

1 1 1
x x ... x 2

x x x
ν

ν

     + + + + + + >     
     

 

Άρα x 1= . 

β) Πρέπει x 3≥ . Τότε ( )33 x 3 1 x 4 0− + + − + =  

Αν 3 x 3α = − , 1β = , 3 x 4γ = − +  τότε : 

0α +β+ γ =  και 3 3 3 x 3 1 x 4 6α +β + γ = − + − − = −  

Από ταυτότητα Euler  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 23 3 3 1
3

2
 α +β + γ − αβγ = α +β+ γ α −β + β− γ + γ −α    

παίρνουµε ότι:  

( )3 3 3 333 6 3 1 x 3 x 4α +β + γ = αβγ ⇒ − = ⋅ ⋅ − ⋅ − + ⇒  

( )( )332 x 3 x 4 8 x 3 x 4= − ⋅ + ⇒ = − + ⇒  

x 5= −   ή   x 4= .  Άρα x 4= . 

 

9. ∆ίνεται ο πραγµατικός αριθµός ρ. Αν για , Rα β∈ η εξίσωση 3x x 0−α +β =  έχει 

τρεις πραγµατικές λύσεις, εκ των οποίων µία είναι ο ρ, να δειχθεί ότι 
23

4

ρ
α ≥ . 

Λύση 

Από το σχήµα Horner 

 

Η παραγοντοποίηση του τριωνύµου ( )( )2 2x x x 0−ρ +ρ +ρ −α = ⇒  

x = ρ   ή  2 2x x 0+ρ +ρ −α =  

Η αρχική εξίσωση έχει τρεις πραγµατικές ρίζες, άρα η 2 2x x 0+ρ +ρ −α =  έχει δύο. 

Οπότε ( )2 20 4 0∆ ≥ ⇔ ρ − ρ −α ≥ ⇒ 2 2 24 4 0 3 4ρ − ρ + α ≥ ⇒ ρ ≥ α ⇒  

23

4

ρ
α < . 
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10. ∆ίνεται το πολυώνυµο ( )f x , x R∈ µε ακέραιους συντελεστές, ώστε να ισχύει 

( ) ( ) ( )f 1 f 9 f 8 1988⋅ ⋅ =  . Να δειχθεί ότι αν ο αριθµός ρ είναι ρίζα της ( )f x 0= , 

τότε ο ρ δεν είναι ακέραιος. 

Λύση 

Από την Ευκλείδεια διαίρεση του ( )f x  µε το x −ρ , έχουµε  

( ) ( ) ( )f x x x= −ρ Π , x R∀ ∈                              (1) 

Για x 1= , x 9= , x 8=  διαδοχικά 

( ) ( ) ( )f 1 1 1= −ρ Π , ( ) ( ) ( )f 9 9 9= −ρ Π , ( ) ( ) ( )f 8 8 8= −ρ Π  

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )f 1 f 9 f 8 1 9 8 1 9 8= −ρ −ρ −ρ Π Π Π ⇒  

( )( )( ) ( ) ( ) ( )1 9 8 1 9 8 1988−ρ −ρ −ρ Π Π Π =        (2) 

Κάθε ακέραιος αριθµός που όταν διαιρεθεί µε το 3 αφήνει υπόλοιπο 0, 1, 2. 

Άρα 3ρ = κ , 3 1ρ = κ + , 3 2ρ = κ + , κ∈Ζ  

Αν 3ρ = κ  η (2) ⇒  ( )( )( ) ( ) ( ) ( )1 3 9 3 8 3 1 8 9 1988− κ − κ − κ Π Π Π =  

3 1988λ =  άτοπο 

Αν 3 1ρ = κ +  η (2) ⇒  ( )( ) ( ) ( ) ( )3 8 3 7 3 1 8 9 1988− κ − κ − κ Π Π Π =  

3 1988λ =  άτοπο 

Αν 3 2ρ = κ+  η (2) ⇒ 3 1988λ =  άτοπο. 

Άρα ο ρ δεν είναι ακέραιος. 

 

11. ∆ίνεται το πολυώνυµο ( )f x  µε ακέραιους συντελεστές και ότι η εξίσωση 

( )f x x=  έχει ακριβώς δύο λύσεις, τους θετικούς κ, λ µε κ ≠ λ . Να δείξετε ότι 

( ) ( )f κ + λ − κ +λ ≥ κ ⋅λ . 

Λύση 

Το ακέραιο πολυώνυµο ( )f x  διαιρούµενο µε το ( )( )x x− κ −λ µας δίνει υπόλοιπο 

( )x x= α +βυ . Άρα  

( ) ( )( ) ( )f x x x x x= − κ −λ Π +α +β            (1) 

για x = κ , x = λ  και δεδοµένου ότι ( )f κ = κ , ( )f λ = λ  έχουµε 

( )   ακ+β = κ αλ +β = λ  
 

( )1,  0α = β =  

Άρα ( ) ( )( ) ( )f x x x x x= − κ −λ Π +  
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Τότε: ( ) ( )f κ + λ = κλΠ κ+ λ + κ+ λ ⇔  

( ) ( ) ( )f κ + λ − κ +λ = κλΠ κ+ λ ⇒  

( ) ( ) ( ) ( )f κ + λ − κ + λ = κ λ Π κ + λ = κλΠ κ + λ    (2) 

Το ( )xΠ είναι πολυώνυµο µε ακέραιους συντελεστές άρα ( ) 1Π κ+λ ≥ . 

Οπότε ( ) ( )f 1κ + λ − κ +λ ≥ κ ⋅λ ⋅  

Σηµείωση: 

Το ( ) ( ) ( ) ( )0 f   ή   Π κ+ λ = ⇔ κ+λ = κ +λ ⇔ κ+λ = κ κ+ λ = λ ⇔  

( )0  ή   0λ = κ =   άτοπο. 

 

12. Αν για κάθε x R∈  ισχύει ( ) ( ) ( )2 2 2P x x x 1 P x= + ⋅  και ( )P 2 12=  να βρείτε το 

( )P x . 

Λύση 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2P x x x 1 P x ,  P 2 12= + ⋅ =       (1) 

Έστω ότι το ζητούµενο ( )P x , έχει βαθµό ν τότε ( )( )2P x 2Βαθ = ν  και 

( ) ( )2 2x x 1 P x 4Βαθ + ⋅ = ν + . 

Αφού ισχύει η (1)  2 4 4ν = ν + ⇔ ν =  

Άρα ( ) 4 3 2P x x x x x= α +β + γ + δ + ε   0α ≠ , , , , , Rα β γ δ ε∈  

Από (1): ( ) ( )P x P x− =  άρα 

4 3 2 4 3 2x x x x x x x xα −β + γ − δ + ε = α +β + γ + δ + ε  

3x x 0β + δ =  για όλα τα x , άρα 0β = δ = . 

( ) 4 2P x x x= α + γ + ε , ( )P 2 12= ⇔ 16 4 12α + γ + ε =  

Επίσης, ( )2 8 4P x x x= α + γ + ε  

( )( ) ( )( )2 2 4 2 4 2 4 2x x 1 x x x x x x+ α + γ + ε = + α + γ + ε =  

8 6 4 6 4 2x x x x x xα + γ + ε + α + γ + ε   

Άρα ( ) ( )8 6 4 2 8 4x x x x x xα + α + γ + ε + γ + ε = α + γ + ε ⇒  

1α =  και 0α + γ =  και ε + γ = γ  και 0ε =  

1α = ,  1γ = − , 0ε =  

Άρα ( ) 4 2P x x x= − . 
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13. Να λυθεί ως προς x, y R∈  η εξίσωση ( )2x 2x x y 1 0+ ⋅συν ⋅ + =  

Λύση 

( )
( )

( )( )

2

2 2 2

2 2

x 2x x y 1 0

x 2x x y xy xy 0

x xy xy 0

+ ⋅συν ⋅ + = ⇔

+ ⋅συν ⋅ + ηµ +συν = ⇔

+συν +ηµ = ⇔

 

( )x xy 0+συν =  και  ( )xy 0ηµ =  

( )x xy 0+συν =  και xy = κπ , κ∈Ζ  

Άρα ( )x 0+συν κπ =  και xy = κπ  

( ) xσυν κπ = −   και xy = κπ  

•••• Αν 2κ = ρ , ρ∈Ζ  άρα  

2 xσυν ρπ = −   και  xy 2= ρπ  

x 1= −  και y 2= − ρπ , ρ∈Ζ  

•••• Αν ( )2 1κ = ρ+ , ρ∈Ζ  

x 1=  και ( )y 2 1= ρ+ π , ρ∈Ζ . 

 

14. ∆ίνεται ένα πολυώνυµο ( )P x  µε ακέραιους συντελεστές. Αν για τους 

διαφορετικούς αριθµούς α, β, γ, δ ισχύει ( ) ( ) ( ) ( )P P P P 5α = β = γ = δ =  να 

αποδειχθεί ότι δεν υπάρχει λ∈Ζ  τέτοιος ώστε ( )P 8λ = . 

Λύση 

Η διαίρεση του ( )P x  µε ( )( )( ) ( )x x x x−α −β − γ − δ  

( ) ( )( )( ) ( ) ( )P x x x x x x= −α −β − γ − δ Π +υ  

Αφού ( )P 5α =  5⇒ =υ . Οπότε: 

( ) ( )( )( )( ) ( )P x x x x x x 5= −α −β − γ − δ Π +  

Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει λ∈Ζ : 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )P 8 5 8λ = ⇔ λ −α λ −β λ − γ λ − δ Π λ + = ⇔  

( )( )( )( ) ( ) 3λ −α λ −β λ − γ λ − δ Π λ =  

Η τελευταία είναι αδύνατη γιατί οι λ −α , λ −β , λ − γ , λ −δ  είναι διαφορετικοί 

ακέραιοι και το 3 δεν γράφεται ως γινόµενο 4 ακεραίων. 
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15. ∆ίνεται ( ) ( ) ( )201120102 2P x x 4x 4 x 5x 5= − + + − + . 

i) Να βρείτε τον σταθερό όρο 

ii) Να βρείτε το άθροισµα συντελεστών του 

iii) Να αποδείξετε ότι ( )P 3 0=  

iv) Να αποδείξετε ότι ο 2010 20119 11+  είναι πολλαπλάσιο του 4. 

Λύση 

i) ( ) 2010 2011
0P 0 4 5= + = α  

ii) ( ) ( ) ( )2010 2011
P 1 1 4 4 1 5 5 2= − + + − + =  

iii) ( ) ( ) ( ) ( )
2010 2011 20112 2 2010P 3 3 4 3 4 3 5 3 5 1 1 0= − ⋅ + + − ⋅ + = + − =  

Το 3 ρίζα άρα το ( )x 3−  παράγοντας. 

iv) Για x 1= −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )201120102 2P x x 3 Q x x 4x 4 x 5x 5= − = − + + − +  

( ) 2010 20114Q 1 9 11− − = +  άρα ο 2010 20114 9 11+ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


