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Θεώρηµα Cauchy – Απόδειξη του κανόνα De L' Hospital 

 

Θεώρηµα Cauchy ( )
( )

( )
( )

0

0

x x

f x f x
lim lim

g x g x− −

 
 
 

→β →β
=              (1) 

Αν δύο συναρτήσεις f  και g είναι συνεχείς στο [ ],α β και παραγωγίσιµες στο 
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Απόδειξη 

Έστω  ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )g x g g f x f f g x= β − α − β − α  είναι συνεχής στο [ ],α β και 

παραγωγίσιµη στο ( ),α β  µε ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )h x g g f x f f g x′ ′ ′= β − α − β − α  και 

( ) ( )h hα = β . Άρα ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του θεωρήµατος Rolle , οπότε 
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Σύµφωνα τώρα µε το θεώρηµα Cauchy ( )x,∀ξ∈ β :   
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Αν x − −→ β ⇒ ξ → β  οπότε 
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β΄ τρόπος 

Από ανάπτυγµα Taylor : 
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ΠΡΟΤΑΣΗ 

Έστω µια συνάρτηση f συνεχής στο [ ],α β αν 

i) ( )f x 0≥  [ ]x ,∀ ∈ α β  τότε ( )f x dx 0
β

α

≥∫  

ii)  Αν η f  δεν είναι παντού µηδέν στο [ ],α β  και ( )f x 0≥  τότε ( )f x dx 0
β

α

>∫ . 

Απόδειξη 

i) Αν ( )f x 0≥  τότε : 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

f x 0 f x 0 lim f x 0 f x dx 0
βν ν

κ κ κν→+∞
κ= κ= α

ξ ∆ ≥ ⇒ ξ ∆ ≥ ⇒ ξ ∆ ≥ ⇒ ≥∑ ∑ ∫  

 

ii)  Αν η f δεν είναι παντού µηδέν. τότε υπάρχει [ ]0x ,∈ α β  µε 

( ) ( )
0

0 x x
f x 0 lim f x 0

→
> ⇒ > , υπάρχει 0δ >  και οσοδήποτε µικρό ώστε 

( ) [ ]0 0x x , x ,∀ ∈ − δ + δ ⊂ α β  τότε ( ) ( ) ( ) ( )f x dx f x dx f x dx f x dx 0
β γ δ δ

α α γ β

= + + >∫ ∫ ∫ ∫  

αφού ( )f x dx 0
δ

γ

>∫ . 

 

Παρατήρηση 

Θα µπορούσαµε να ισχυριστούµε ότι στο άθροισµα ( )
1

lim f x
ν

κν→+∞
κ=

ξ ∆∑  ένας 

τουλάχιστον όρος είναι θετικός και οι υπόλοιποι µη µηδενικοί, άρα αυτό είναι θετικό. 
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Πρόταση 

Αν δύο συναρτήσεις f ,g  είναι αντιστρέψιµες µε f : A R→ , g : B R→  και ορίζεται η 

gof , τότε και η gof είναι αντιστρέψιµη µε ( ) 1 1 1gof f og
− − −=  

Απόδειξη 

Η gof έχει πεδίο ορισµού ( ){ }gofD x A / f x B= ∈ ∈ ≠ ∅ , gofD = Γ  

Έστω 1 2 gofx , x D∈  µε ( ) ( )1 2 1 2x x f x f x≠ ⇒ ≠ ⇒ ( )( ) ( )( )1 2g f x g f x≠ ⇒  

( )( ) ( )( )1 2gof x gof x⇒ ≠  άρα gof είναι "1 1"− . 

Η συνάρτηση ( ) 1
gof

−
 έχει πεδίο ορισµού ( ) ( ) ( )( )gof g fΓ = Γ  

( ){ } ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1
1 1

f og g f
D D / g D g B / g f A− − − −

− −= α ∈ α ∈ = α ∈ α ∈  υπάρχει ( )g :β∈ β  

( )g β = α . Άρα : 

( ) ( ){ }1 1

R

f og
D f A  και  g  και  − −

α∈= β∈ β = α β∈Β  

           ( )( ) ( ){ }R f A  και  g  α∈= β∈ Β ∩ β = α  

           ( ) ( ){ }R g  και x A και  f x  α∈= β = α ∃ ∈ = β  

Άρα ( )( ) ( )( )gof g fα∈ Γ = Γ  

Οπότε 
( )1 1 1f og gof

D D− − −= = ∆  

Έστω z ∈∆  τότε 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )1 1gof z x gof x z g f x z f x g z
− −= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔  

( )( ) ( )( )1 1 1 1x f g z x f og z− − − −= ⇔ =  

Άρα ( ) 1 1 1gof f og
− − −= . 

 

β΄ τρόπος 

Μπορούµε να αποδείξουµε ότι η αντίστροφη µιας f είναι µοναδική. 

Έστω ότι υπάρχει ( )( )g : fog x x=  

Επίσης, ( )( )1fof x x− = . Άρα 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
"1 1"

1 1 1fog x fof x f g x f f x g x f x
−

− − −= ⇒ = ⇔ =  

Θέλουµε να αποδείξουµε: ( ) 1 1 1fog g of
− − −=  
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Πράγµατι 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1fog o g of fog og of fo gog of foI of fof I− − − − − − − − = = = = =   

 


