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ΘΕΜΑ Α 
Α1. Θεωρία σχολικού βιβλίου σελ. 253. 
Α2. Θεωρία σχολικού  βιβλίου σελ. 191. 
Α3. Θεωρία σχολικού  βιβλίου σελ. 258. 
Α4.  α) Σ   β) Σ  γ) Λ  δ) Λ   ε) Λ 
ΘΕΜΑ Β 
Β1.α΄ τρόπος:  

Αν z x iy= + , x, y R∈  τότε: ( ) ( )2 2 2 2 22 2x 1 y x 1 y 4 x y 1− + + + + = ⇔ + =  

β΄ τρόπος: Έστω ( )zΜ , η εικόνα του z και ( )1,0B − , ( )A 1,0  η (1) γράφεται: 

2 2 2
B A ABΜ + Μ = ⇔ η γωνία του τριγώνου ΑΒΜ που είναι απέναντι από την ΑΒ είναι 

ορθή, άρα � o
BMA 90= . Εποµένως το ΑΒ φαίνεται από το Μ, υπό ορθή γωνία, οπότε ο 

γεωµετρικός τόπος του Μ είναι ο κύκλος διαµέτρου ΑΒ. Άρα 2 2 2
x y 1+ = . 

Β2.  Το ΟΑΓΒ είναι ρόµβος οπότε οι 
διαγώνιες τέµνονται κάθετα στο Κ και 

διχοτοµούνται. Το B
2

K
2

= , άρα 

2

2 2 2
OK 1 OK

2 2 1
1 1

2 4 2
= − ⇒ = − = − ⇒

 
 
 

 

2
OK O

1 2
OK 2

2 2
⇒ Γ =⇒ = ⇒ = . 

Β3.  Έστω w x iy= + , x, y R∈ . 
( )x iy 5 x iy 12 x iy 5x 5yi 12+ − − = ⇒ + − + = ⇒

2 2
16x 36y 144+ = ⇒

2 2x y
1

9 4
⇒ + =             

2 9α = ,  2 4β = , 2 5γ =  

Η µέγιστη τιµή του w  είναι 3 και η ελάχιστη τιµή του w είναι 2. 
Β4. 
z w z w z max w 1 3 4− ≤ + ≤ + = + =  

( )z w z w z min w 1 2 1− ≥ − ≥ − ≥ − =
 
Στο διπλανό σχήµα φαίνεται ότι η 
µέγιστη απόσταση A′Λ  ή ΚΑ και 
ελάχιστη ΣΒ ή ′ ′Σ Β . 
 
 
 
ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. ( ) ( )f x x 1 ln x 1= − − , x 0>  Η f αποτελείται από παραγωγίσιµες συναρτήσεις 

οπότε: ( ) ( )x ln x x 1
x

1
f x ln x (x 1)

x

+ −′ = + − = .  Είναι ( )f 1 0′ = . 

Αν x 1>  τότε : ln x 0 x ln x 0> ⇒ >   και x 1 0− >  άρα ( )f x 0′ >  οπότε η f ↑  
Αν 0 x 1< <  τότε: x 1 0− <  και ln x 0<  άρα ( )x 1x ln x 0−+ <  
Τα παραπάνω φαίνονται στον  παρακάτω πίνακα:  
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Για το πεδίο τιµών θα βρούµε τα ( )1f ∆ , ( )2f ∆ . 

( ) ( ) ( )1
x 0

f 1 , lim f xf
+

→

 
∆ =
 

, ( )f 1 1= −  

( ) ( )
x 0 x 0

ln x 1lim f x lim x 1
+ +→ →

− = +∞= −  αφού   
     Ολικό ελάχιστο το ( )1 1f = − . 

x 0
lim ln x

+→
= −∞  και ( )

x 0
x 1lim 1

−→
− = −  .Άρα ( ) [ )1 1,f ∆ = − +∞ . Το ( ) ( ) ( )2

x
f 1 , lim f xf

→+∞

 
∆ =  

 
 

( ) ( )[ ]
x x
lim f x lim x 1 ln x 1
→+∞ →+∞

= +∞= − −  αφού ( )
x
lim x 1
→+∞

− = +∞ ,  
x
lim ln x
→+∞

= +∞  άρα 

( ) [ )2 1,f ∆ = − +∞ . Οπότε το σύνολο τιµών της f είναι ( ) ( ) [ )1 2 1,f f∆ ∪ ∆ = − +∞ . 

Γ2. x 1 2013
x e

−
=    (1) 

( ) ( )x 1 2013 x 1 2013
x e ln x ln e x 1 ln x 2013 x 1 ln x 1 2012

− −
= ⇔ = ⇔ − = ⇔ − − = ⇔  
( )f x 2012⇔ =   (2) 

Το ( )12012 f∈ ∆  οπότε υπάρχει ( )111
x x 2012: f∈ =∆  

Το ( )22012 f∈ ∆  οπότε υπάρχει ( )222
x x 2012: f∈ =∆  

Η f είναι µονότονη  στα διαστήµατα αυτά, άρα η (2) έχει 2 ακριβώς θετικές ρίζες. 
Εποµένως και η ισοδύναµή της (1) έχει ακριβώς 2 ρίζες θετικές.  

Γ3.  Το
0

x  ρίζα της εξίσωσης. ( ) ( )f x f x 2012 0′ + − =  ή ( ) ( )x x x
f x e f x e 2012e 0′ + − = . 

Επίσης ( )1f x 2012=  και ( )2f x 2012= . Έστω ( ) ( ) x x
h x f x e 2012e= − , [ ]1 2x x ,x∈ . Η 

h συνεχής ως αποτέλεσµα πράξεων συνεχών συναρτήσεων. Η h παραγωγίσιµη µε 

παράγωγο ( ) ( ) ( )x x x
h x f x e f x e 2012e′ ′= + −  

( ) ( ) 1 1x x
1 1h x f x e 2012e 0= − = ,           ( ) ( ) 2 2x x

2 2h x f x e 2012e 0= − =  

Άρα ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του Θεωρήµατος Rolle , για την h στο [ ]1 2x ,x , 

οπότε υπάρχει ένα ( )1 20
x x , x∈ :   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0x x x
0 0 0 0 0x 0 f x e f x e 2012e 0 f x f x 2012h ′ ′= ⇒ + − = ⇒ + =  

Γ4. Όπως διατυπώνεται,  το ζητούµενο εµβαδόν είναι:  

( ) ( )

e
e e e e2 2 2

11 1 1 1

x x x 1
g x dx x 1 ln xdx x ln xdx x ln x x dx

2 2 2 x

      
      = − = − = − − − =∫ ∫ ∫ ∫
       

 

e2 2 2 2e2 2

1 1

e x
e 0 1 dx

2 2

e 2e x e 2e e 1
x e 1

42 4 2 4

   
   − − − − =∫
   

− −
− − − −

      − = − =          
 

=
2 2 2e 2e e 4e 33

42 4 4

e− − −
+

 
− = 
 

 

Σχόλιο: Η εκφώνηση δεν περιγράφει σωστά το εµβαδόν του 
ζητούµενου χωρίου. Υπάρχει περίπτωση να υπολογίσουµε 

( ) ( )
1

g x dx E M
Μ

=∫  µε 0 M 1< <  και να πάρουµε 

( )
M 0

E Mlim
+→

 

 
 
ΘΕΜΑ ∆ 

 
∆1. Η ( )f x 0≠ και ως συνεχής διατηρεί σταθερό πρόσηµο.  

Αν ( ) ( )
2

x x 1 2

1

x x
g x f t dt 0

e

− + −
= − ≥∫   (1) 
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Η g είναι η διαφορά των ( ) ( )
2

x x 1

1

f t dtx
− +

∫φ =  και 
2x x

e

−
. 

Η ( )xφ είναι η σύνθεση των παραγωγίσιµων συναρτήσεων ( )
x

1

f t dt∫  και 2
x x 1− + . 

Οπότε η g είναι παραγωγίσιµη µε παράγωγο ( ) ( ) ( )2 1 2x
g x f x x 1 2x 1

e
−

′ = − + − − . 

Είναι ( )g 0 0=  και ( )g 1 0= . Άρα η (1):  ( ) ( )g x g 0≥  και ( ) ( )g x g 1≥ . 

Η g παρουσιάζει τοπικά ακρότατα στα 
0

x 0= , 
0

x 1=  και από Θεώρηµα 

Fermat ( )0 0g =′  και ( )1 0g =′ .  Οπότε ( )( ) 1
f 1 1 0

e
− − =  και ( ) 1

f 1 1 0
e

−
− =  

( ) 1
f 1

e
=

−
 και ( ) 1

f 1
e

= − . Άρα ( )f x 0< .  

Η δοσµένη σχέση: 
( )

( )
x

1

ln t t
ln x x dt e f x

f t

 −
 − = +∫ 
 

  (3) 

Είναι ln x x 1 x≤ − < οπότε το πρώτο µέλος της (3) δεν µηδενίζεται, άρα και κάθε όρος 

του δεύτερου µέλους της (3) είναι µη µηδενικός άρα ( )

( )

x

1

ln x x
f x

ln t t
dt e

f t

−
=

−
+∫

. Η συνάρτηση 

f είναι παραγωγίσιµη αφού το δεύτερο µέλος αποτελείται από παραγωγίσιµες 

συναρτήσεις.  Από την (3): ( ) ( )

x

1

ln x x

f x

ln t t
dt e

f t

−
=

−
+∫ . Αν θέσουµε ( )

( )

x

1

ln t t
h x dt

f t

−
= ∫ ,  

( )h 1 0=  η παραπάνω ισότητα γράφεται:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x 1 x
e e e e eh x h x h x h x h x h x− − −

+ ⇒ − = ⇒ − = ⇒′ ′ ′=

( )( ) ( )x 1 xh x e e− −= − ⇒
′ ′ ( ) x 1 xh x e e c− −′ = − + ⇒ ( ) 1 x x x

xh e e ce−
= − + ⇒

( ) x
xh e ce= − +  
( )h 1 0 e ce 0 c 1= ⇒ − + = ⇒ =  

Άρα ( )
( ) ( )

( ) ( )
x

x x x x

1

x t x
ln x xln t th e e d e e e f e ln x x

f t f x

−
= = = =∫

−−− ⇒ − ⇒ ⇒ −  

∆2.  ( ) ( )x

x 0 x 0
lim f x lim e ln x x

+ +

−

→ →
= − = −∞  

Έστω ( )f x = υ  αν x 0+→  τότε υ → −∞  

( )
( )

( )2 2

x 0

1
1 1

lim f x f x lim lim
1f x+ υ→−∞ υ→−∞→

ηµ
υηµ − υ ηµ − υ υ − υ

υ

υ

 
    = =         
 

 

Θέτω t
1

=
υ

:  
2t 0 t 0 t 0 t 0

t t t 11 t 1 t
lim lim lim lim 0

t t t 2t 2t→ → → →

ηµ − συν −ηµ ηµ
− = = =

  = 
 

 

∆3. ( ) ( )x f xF =′  ενώ ( ) ( )( ) ( )x xx 1
x e ln x x e e 1

x
F ln x x− −  −= − = − − = 

 
′′ − +′  

x x1 1
e ln x x 1 e x 1 ln x 0

x x
− −   = − + + − = − − + >      

 

Άρα η ( )x 0F >′′  άρα η F  στρέφει τα κοίλα προς τα άνω για x 0> . 
Στα [ ]x,2x , [ ]2x,3x  η F ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θεωρήµατος Μέσης Τιµής, 

οπότε υπάρχει ( ) ( )
( ) ( )

11

F 2x F x
x,2x : F

x
−

′ξ ∈ ξ =  και υπάρχει 
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( ) ( )
( ) ( )

22

F 3x F 2x
2x,3x : F

x
−

′ξ ∈ ξ = .  Το 
1 2

ξ < ξ , η F′  γνησίως αύξουσα. Εποµένως, 

( ) ( )1 2F F′ ′ξ < ξ
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )F 2x F x F 3x F 2x

x x
2F 2x F x F 3x

− −
⇒ < ⇒ > +  

∆4. Έστω ( ) ( ) ( ) ( )x F F 3 2F xh = β + β − , [ ]x ,2∈ β β . Η h συνεχής ως διαφορά συνεχών 

συναρτήσεων. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )F F 3 2F F 3 F 0h β = β + β − β = β − β <  διότι ( ) ( )F x f x 0′ = <  

οπότε η F  γνησίως φθίνουσα.  ( ) ( ) ( ) ( )2 F F 3 2F 2 0h β = β + β − β >  

Ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του θεωρήµατος Bolzano οπότε υπάρχει 

( ), 2 :ξ∈ β β ( ) ( ) ( ) ( )0 F F 3 2Fh ξ = ⇒ β + β = ξ . Η h είναι γνησίως µονότονη άρα το ξ 

είναι µοναδικό, διότι ( ) ( )h x 2f x′ = − . 
 
Επιµέλεια θεµάτων 
Κωστής Στρατής, µαθηµατικός 


