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ΘΕΩΡΗΤΙΚΗ ΑΣΚΗΣΗ 

 

Αν η συνάρτηση f είναι ορισµένη στο [0,1]  και συνεχής στο 0, και υποθέσουµε ότι 

( ) ( )
x 0

f 2x f x
lim R

x→

−
= κ∈ , να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιµη στο 0 και 

( )f 0′ = κ . 

 

Απόδειξη 

Θα αποδείξουµε ότι: 
( ) ( )

x 0

f x f 0
lim

x→

−
= κ  ή 0∀ε >  0∃δ > : ( )x 0,∀ ∈ δ , 1δ <  ισχύει 

( ) ( )0f x f x

x

−
− κ < ε . 

Ισχύει 
( ) ( )

x 0

f 2x f x
lim

x→

−
= κ , άρα από τον ορισµό 0∀ε >  0∃δ > : ( )x 0,∀ ∈ δ , 0δ >  

και οσοδήποτε µικρό να ισχύει 
( ) ( )f 2x f x

x

−
− κ < ε   ή  

( ) ( )f 2x f x
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−
−ε < − κ < ε  ή   

( ) ( )f 2x f x

x

−
κ − ε < < κ + ε         (Ι) 

Αφού ( )x 0,∈ δ  τότε ( )
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Από την (Ι) παίρνουµε : 
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 −    κ − ε < < κ+ ε 


    −   

    κ − ε < < κ + ε 




   −    

    κ − ε < < κ + ε



 

 

 

 

 

 

Αν { }1 2min , ,..., νε ≤ ε ε ε , ισχύουν όλες οι 

ανισώσεις για ε και { }1 2min , ,..., νδ ≤ δ δ δ  

Με πρόσθεση κατά µέλη παίρνουµε: 
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( ) ( )f x f 0
( ) ( )

x

−
κ − ε < < κ + ε   ή 

( ) ( )f x f 0

x

−
− κ < ε  

Άρα 
( ) ( )0

x 0

f x f x
lim

x→

−
= κ ⇔ ( )f 0′ = κ  

 

 

 

 

 

 

 


